
Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

Intro. Данный документ создан на базе методических пособий кафедры электродина-
мики радиофизического факультета ННГУ. Свел в один документ и добавил содержание
Сарафанов Ф.Г., 430 группа радиофака, 2019 год.

В документе есть кликабельные содержание и билеты прошлых лет: при нажатии на
раздел содержания или вопрос в билете произойдет переход к нужной странице.

Ссылки: билеты со ссылками на нужные места, задачи с решениями, содержание лек-
ций, начало лекций

(1)

Билет №1

1. Объяснить содержание понятия инерциальная система отсчёта (ИСО).
2. Написать и объяснить содержание формул для импульса и энергии свободной

материальной частицы.
3. Диаграмма направленности и полная мощность излучения (формула Лармо-

ра) заряда, неравномерно движущегося на малой скорости.

Билет №2

1. Объяснить содержание понятия принцип относительности Галилея.
2. Записать уравнение движения релятивистской частицы в 3-мерном пространстве.
3. Сравнить характеристики (направленность и мощность) тормозного излучения и

излучения заряда, движущегося на малой скорости.

Билет №3

1. Сформулировать постулаты Эйнштейна и объяснить их содержания.
2. Объяснить содержание понятий 4-скорость и 4-импульс свободной материаль-

ной частицы.
3. Сравнить характеристики (направленность и мощность) синхротронного излуче-

ния и излучения заряда, движущегося на малой скорости.

Билет №4

1. Записать уравнения Максвелла в вакууме в канонической форме с использованием
4-потенциала и 4-плотности тока.

2. Записать уравнение движения релятивистской частицы в ковариантной форме и
ввести понятие 4-силы Минковского.

3. Объяснить физическую природу излучения Вавилова-Черенкова.
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Билет №5

1. Привести два условия ковариантности в ИСО уравнений Максвелла, записанных
для компонентов векторного и скалярного потенциалов.

2. Записать тензор электромагнитного поля и ковариантную форму уравне-
ний электродинамики в вакууме.

3. Объяснить содержание теории электромагнитной массы и формулы для ради-
уса электрон.

Билет №6

1. Объяснить содержание понятия интервал между мировыми координатами двух со-
бытий в ИСО.

2. Записать формулы и объяснить содержание закона преобразования полей.
3. Объяснить содержание понятия сила реакции излучения и записать уравнение

Абрагама – Лоренца.

Билет №7

1. Объяснить содержание понятия инвариантность интервала.
2. Объяснить содержание понятия и записать инварианты тензора электромагнит-

ного поля
3. Объяснить содержание понятия макроскопическая плотность тока.

Билет №8

1. Объяснить содержание понятия преобразования Лоренца.
2. Записать 4-вектор плотности силы Лоренца и установить его связь с тензором

электромагнитного поля.
3. Объяснить содержание понятия макроскопическая плотность заряда.

Билет №9

1. Объяснить содержания понятий световой конус и мировые линии в 4- мерном
пространстве.

2. Записать 4-вектор плотности силы Лоренца и установить его связь с электро-
магнитным тензором энергии-импульса.

3. Записать макроскопические уравнения электродинамики (Максвелла) в 3- мерном
пространстве.

Билет №10

1. Объяснить содержание понятия относительность одновременности двух собы-
тий.

2. Записать закон сохранения энергии в электродинамике и установить его связь
с электромагнитным тензором энергии-импульса.

3. Записать тензор электрической и магнитной поляризации.
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Билет №11

1. Объяснить содержание понятия собственное время объекта.
2. Записать закон сохранения импульса в электродинамике и установить его

связь с электромагнитным тензором энергии-импульса.
3. Записать тензор возбуждения электромагнитного поля, установив его связь с

тензорами электромагнитного поля и электрической и магнитной поляризации.

Билет №12

1. Объяснить содержание понятия лоренцево сокращение длины движущегося
масштаба.

2. Объяснить содержания понятий действие и функция Лагранжа заряженной
частицы в заданном электромагнитном поле.

3. Записать ковариантную форму уравнений электродинамики в среде с уча-
стием тензоров возбуждения электромагнитного поля и электромагнитного по-
ля.

Билет №13

1. Объяснить содержание закона сложения скоростей.
2. Записать выражение для импульса заряженной частицы в заданном электро-

магнитном поле.
3. Записать формулы и объяснить содержание понятия преобразование поляриза-

ций среды.

Билет №14

1. Объяснить содержания понятий инвариантность фазы плоской волны и 4-
вектор волнового числа.

2. Записать выражение для энергии заряженной частицы в заданном электромаг-
нитном поле

3. Записать формулы и объяснить содержание понятия преобразование полей и
индукций электромагнитного поля.

Билет №15

1. Объяснить физическое содержание и привести формулы для расчёта эффекта До-
пплера в вакууме.

2. Записать уравнение движения заряженной частицы в заданном электромагнитном
поле.

3. Объяснить содержание материальных уравнений Минковского и вид гранич-
ных условий для полей в движущемся диэлектрике.

Билет №16

1. Объяснить содержания понятий действие и функция Лагранжа свободной ма-
териальной частицы в ИСО.

2. Записать потенциалы Льенара-Вихерта неравномерно движущегося электрона.
3. Объяснить физическое содержание понятия инвариантность фазы плоской волны

и привести формулы для расчёта эффекта Допплера в движущейся среде.
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Задача №1

Пусть система 𝑆 ′ движется относительно системы 𝑆 со скоростью 𝑉 вдоль оси 𝑧. Ча-
сы, покоящиеся в 𝑆 ′ в точке (𝑥′0, 𝑦

′
0, 𝑧

′
0) , в момент 𝑡0 проходят мимо точки (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в

системе 𝑆, где находятся часы, показывающие в этот момент время 𝑡0. Написать формулы
преобразования Лоренца для этого случая.
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Задача №2

Длину стержня, движущегося вдоль своей оси в некоторой системе отсчета, можно на-
ходить таким образом: измерять промежуток времени, в течение которого стержень про-
ходит мимо фиксированной точки этой системы, и умножать его на скорость стержня.
Показать, что при таком методе измерения получается обычное Лоренцево сокращение
длины отрезка.
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Задача №3

Пусть для измерения времени используется периодический процесс отражения свето-
вого «зайчика» попеременно от двух зеркал, укрепленных на концах стержня длиной 𝑙.
Один период – это время движения «зайчика» от одного зеркала до другого и обратно.
Световые часы неподвижны в системе 𝑆 ′ и ориентированы параллельно направлению дви-
жения. Показать, что интервал собственного времени d𝜏 выражается через промежуток
времени d𝑡 в системе 𝑆 формулой d𝜏 = d𝑡

√︁
1 − 𝑉 2

𝑐2
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Задача №4

Два масштаба, каждый из которых имеет длину покоя 𝑙0 , равномерно движутся на-
встречу друг другу параллельно общей оси 𝑥. Наблюдатель, связанный с одним из них,
заметил, что между совпадениями левых и правых концов масштабов прошло время ∆𝑡.
Какова относительная скорость масштабов?
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Задача №5

Доказать формулу
√︁

1 − 𝑣2

𝑐2 =

√
1−𝑣′2/𝑐2·

√
1−𝑉 2/𝑐2

1+(�⃗�′·�⃗� )/𝑐2
, в которой �⃗� и �⃗�′ – скорости частицы в

системах 𝑆 и 𝑆 ′, �⃗� = 𝑉 �⃗�0 – скорость 𝑆 ′ относительно 𝑆.
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Задача №6

Два масштаба, каждый из которых имеет длину покоя 𝑙0, движутся навстречу друг
другу с равными скоростями v относительно некоторой системы отсчета. Какова длина 𝑙
каждого из масштабов, измеренная в системе отсчета, связанной с другим масштабом?
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Задача №7

Найти частоту 𝜔 световой волны, наблюдаемую при поперечном эффекте Доплера (на-
правление распространения света перпендикулярно направлению движения источника в
системе, связанной с приемником света). Каково направление распространения рассматри-
ваемой волны в системе, связанной с источником?
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Задача №8

Длина волны света, излучаемого некоторым источником в той системе, в которой ис-
точник покоится, равна 𝜆0 . Какую длину волны 𝜆 зарегистрируют:
а) наблюдатель, приближающийся со скоростью V к источнику, и
б) наблюдатель, удаляющийся с такой же скоростью от источника?
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Задача №9

Монохроматичный свет частоты 𝜔0 падает нормально к поверхности плоского зеркала,
движущегося равномерно со скоростью �⃗� в направлении распространения падающего света.
Определить частоту отражённого света
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Задача №10

На плоское зеркало падает свет под углом 𝛼. Зеркало движется равномерно со скоро-
стью �⃗� в направлении нормали к его поверхности в сторону распространения падающего
света. Определить угол отражения.
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Задача №11

Масса покоя частицы 𝑚. Выразить ее скорость 𝑣 через: 1) полную энергию 𝑊 , 2) ки-
нетическую энергию 𝑇 и 3) импульс 𝑝
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Задача №12

Неподвижный 𝜋-мезон распадается на 𝜇-мезон и нейтрино (𝑚 = 0). Зная массы 𝜋- и 𝜇-
мезонов, вычислить кинетическую энергию 𝜋-мезона.
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Задача №13

𝜋0-мезон с массой покоя 𝑚 , движущийся со скоростью 𝑣, распадается на два одинако-
вых 𝛾-кванта. Определить угол разлета 𝛾-квантов.
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Задача №14

Возбужденное атомное ядро переходит в основное состояние путем испускания 𝛾-кванта.
Масса ядра в основном состоянии 𝑚. Энергия возбуждения ∆𝑊 . Определить частоту 𝛾-
кванта.
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Задача №15

Найти скорость 𝑣 частицы с массой 𝑚 и зарядом 𝑒, прошедшей разность потенциалов
𝑉 (начальная скорость равна нулю).
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Задача №16

Частица с массой 𝑚10 и скоростью 𝑣 сталкивается с покоящейся частицей массы 𝑚20 и
поглощается ею. Найти массу 𝑚0 и скорость 𝑉 образовавшейся частицы.
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Задача №17

Найти пробег 𝑙 релятивистской заряженной частицы с зарядом 𝑒, массой 𝑚 и началь-
ной энергией 𝑊 в тормозящем однородном электрическом поле �⃗�, параллельном скорости
частицы
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Задача №18

Определить движение релятивистской заряженной частицы (𝑚, 𝑞) в однородном посто-
янном электрическом поле. Начальная скорость частицы равна нулю.
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Задача №19

Определить движение релятивистской заряженной частицы (𝑚, 𝑞) в однородном посто-
янном магнитном поле (�⃗�).
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СПЕЦИАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ (СТО)  
Введение  

 

 Название "Теория относительности" или "Релятивистская теория” – может 

показаться неудачным. Из него на первый взгляд можно заключить, что главное в 

теории – это относительность различных величин, их зависимость от выбора си-

стемы отсчета. Но суть СТО иная. СТО показывает, что законы природы не зави-

сят от системы отсчета (СО), от положения и движения наблюдателя, а результа-

ты измерений в различных СО могут быть сопоставимы. СТО подчеркивает объ-

ективный характер законов природы, а не относительность  знания. СТО позволя-

ет установить однозначное соответствие между результатами измерений физиче-

ских величин, произведёнными в разных СО. 

 

Пункт 1. Уточнение понятий пространства и времени: однородность 

пространства и времени, инерциальные СО, принцип  

относительности Галилея в механике 

 

 1а). Однородность пространства и времени. 

 Все явления природы, изучением которых занимается физика, происходят в 

пространстве и во времени. Каждое явление можно представить в виде совокуп-

ности отдельных элементов, называемых событиями. Каждое событие, "со-

стоящее в том, что случилось что-то", "наступает" в определенный момент вре-

мени в "определенной" точке пространства. Поэтому основная задача – уметь 

правильно описывать событие. 

 Для описания события необходимо иметь систему отсчета (СО). Под СО 

надо понимать систему координат (СК), служащую для указания положения ча-

стиц в пространстве, и связанные с этой системой часы в соответствующей 

точке пространства, служащие для указания времени (СО = СК + ЧАСЫ ).  

 В различных  СО  законы природы (например, законы движения матери-

альной точки) имеют, вообще говоря, различный вид. Если взять произвольную 

систему отсчета, то может оказаться, что законы даже совсем простых явлений 

будут выглядеть в ней весьма сложно.  

 Введём в качестве идеализации изолированное пространство, в котором 

на материальную точку (тело) не действуют никакие внешние силы. В произволь-

ной СК тело, находящееся в изолированном пространстве (не взаимодействую-

щее с другими телами) в начальный момент t  в состоянии покоя, с течением 

времени начнет двигаться. Причем скорость и характер движения будут зависеть 

от того, в какой точке пространства это тело находилось в момент времени t . 

Поэтому по отношению к произвольной СК даже изолированное пространство 

является неоднородным и неизотропным. Примером такого неоднородного про-

странства является пространство, связанное с вращающейся системой координат 

или в общем случае с ускоренно движущейся системой координат.  
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 Время в произвольной СО будет неоднородным в том смысле, что его раз-

личные моменты будут неэквивалентны для изолированного тела, которое пер-

воначально покоилось (или равномерно двигалось).  

 

  1б). Инерциальные системы отсчёта (ИСО)  

 

 Система отсчёта, в которой тело в изолированном пространстве остается 

в состоянии покоя или прямолинейного равномерного движения неограниченно 

долго (движется или покоится по инерции) называется инерциальной (ИСО). В 

такой СО пространство является однородным и изотропным, а время – одно-

родным. Утверждение о существовании ИСО является содержанием закона 

инерции (первого закона Ньютона). 1)  

Велико ли число ИСО? Легко догадаться, что не одна. Ведь в СО входит со-

ставной частью система координат, с помощью которой измеряется положение 

точки в пространстве. Изменяя СК, мы меняем формально СО, но при этом свой-

ства СО как инерциальной СО остаются неизменными. Итак, все неподвижные 

СО в изолированном пространстве являются инерциальными.  

 Исключим из рассмотрения возможность различной ориентации осей СК и 

рассмотрим одну из неподвижных ИСО, оси координат которой связаны с Солн-

цем и далекими звездами. Будет ли ИСО с такой ориентацией осей единственной? 

Оказывается, нет. Инерциальными будут все СО, оси которых в данный момент 

времени совпадают с осями выбранной ИСО и которые движутся равномерно и 

прямолинейно в произвольном направлении и с произвольной скоростью по от-

ношению к выбранной ИСО. Т.о., в изолированном  пространстве имеется бес-

численное множество ИСО, движущихся друг относительно друга равномерно 

поступательно. 

 

 1в). Принцип относительности Галилея  

 Опыт человечества, накопленный в результате изучения механического  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

движения, показывает, что "движение с постоянной скоростью нельзя отличить 

                                                           
1) Справедливость закона инерции (который представляет собой частный случай закона сохра-

нения импульса) вытекает из общих свойств (однородности) пространства (из равноправия всех 

его точек).  
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от состояния покоя и что законы движения в равной степени справедливы во всех 

ИСО" (Рис. В.1.). Математически это означает, что замена переменных  

trrtzzyyxxtt vv


 ;;; ,    (1) 

соответствующая переходу от СК ( zyx ,, ) к  СК ( zyx  ,, ), движущейся отно-

сительно первой со скоростью v  по направлению 
0

z


 (при  t  начала коор-

динат этих СК совпадают), не изменяет уравнений движения любого материаль-

ного тела. В неизменности уравнений движения легко убедиться подстановкой 

(1), например, в уравнения движения материальных точек, взаимодействия кото-

рых зависят лишь от взаимных расстояний между ними.  

 Напишем уравнение движения  s–той частицы  

   
ks

k
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rrrm
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     (2) 

и, опираясь на связь штрихованных и нештрихованных координат (1), в результа-

те расчётов  

    tdrdtdrd SS
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получим уравнение движения  s–той частицы в штрихованной СО  
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.     (3) 

Уравнения (3), справедливость которых обусловлена установленными связями 

координат (1), совпадают по форме записи с уравнениями (2). Фактически урав-

нения (2) являются неизменными по форме записи при замене tzyx ,,,  штри-

хованными координатами по правилу (1). Говорят, что уравнения (2) ковариант-

ны (инвариантны) по отношению к преобразованию (1), называемому преоб-

разованием Галилея. В этом суть утверждения об эквивалентности всех ИСО в 

классической механике, называемого принципом относительности Галилея.  

 Отметим, что в классической механике даже не возникал вопрос о законно-

сти такого преобразования, о его физической реализуемости. Вопрос о том, оди-

наковы ли времена t  и t  в разных инерциальных системах отсчета,  возник 

только после появления электродинамики. А в классической механике гипотеза 

Ньютона о существовании "универсального равномерно текущего" времени ка-

залась незыблемой. Эта гипотеза означала, что движение СО не должно вли-

ять на протекающие в ней явления.  

 С появлением уравнений Максвелла возник вопрос, почему не существует 

полного равноправия всех ИСО по отношению ко всем физическим явлениям, 

почему принцип относительности в форме преобразования Галилея должен 

распространяться только на механические явления? Дело в том, что форма урав-

нений Максвелла не сохраняется при преобразованиях (1), и они не удовлетворя-

ют требованию инвариантности по отношению к преобразованию Галилея: 
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Следовательно, можно предполагать, что электромагнитные процессы будут по-

разному протекать в разных СО, движущихся равномерно поступательно. В част-

ности, скорость плоских волн в вакууме не должна сохранять свою величину с .  

 

Пункт 2. Электродинамика и принцип относительности  

 

 2а) Экспериментальные предпосылки СТО 

Физики того времени считали, что должна существовать некоторая пре-

имущественная СО, в которой свет распространяется со скоростью с , и что 

такая система отсчета связана с "эфиром". То обстоятельство, что принцип отно-

сительности (ПО) Галилея применим к механике и не применим к  электродина-

мике, требовал сделать выбор между следующими возможностями.  

 I. "ПО" применим в механике и не применим в электродинамике, где долж-

на существовать абсолютная (преимущественная) СО (связанная с эфиром).  

 2. "ПО" применим и в механике, и в электродинамике. При этом электроди-

намика в форме уравнений 

Максвелла неверна.  

 3. "ПО" применим в 

механике и в электродина-

мике, но законы механики 

требуют изменения (?!!).  

Соответственно были 

проведены многочисленные 

эксперименты, которые 

можно условно распреде-

лить на три класса.  

2б) Поиски абсолют-

ной СО, связанной с «эфи-

ром» 

  1). Опыт Майкельсо-

на и Морли ( 1887 г. )  

 С помощью полупро-

зрачной пластинки P  свет 

от источника O  разделяется на два луча (Рис. В.2а.). Одно из направлений рас-

пространения луча выбирается по направлению движения Земли. Поскольку аб-

солютная СО не должна быть связана с Землей, то должен дуть "эфирный ветер", 

сдувающий свет (как в акустике ветер сдувает звук). При этом скорости света по 

эфирному ветру и против эфирного ветра должны быть соответственно равны  

     v
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где отношение скорости штрихованной системы отсчёта к скорости света обозна-

чено буквой  

 cv .       (7)  

Движение света от P  к 
1

S  и обратно удобно рассмотреть в СК, связанной 

с эфиром. Вследствие движения зеркала через эфир длина пути фотонов по 

направлению луча (рис. В.2б) больше расстояния 
1

PS . Из рис. В.2б видно, что  

    cvsin ,         (8) 

откуда вытекает  

PS1P =
2

1

1
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и время  
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сL
t  .       (9) 

Поскольку   мало, то знаменатели (6) и (9) можно разложить в ряд. Тогда полу-

чим время запаздывания одних фотонов по сравнению с другими  

  ttt )(
1

2

12

2

2
2

12
LLLL

с
  ,      (10) 

которое ответственно за интерференцию поля на поверхности пластинки P . 

Кроме членов, пропорциональных 
2 , в это соотношение входят и постоянные 

члены, которые не ответственны за эффект эфирного ветра. Их влияние можно 

исключить, повернув установку на 900. Тогда будем иметь  

  











LLLL

с
t̂t̂t̂   .     (10*) 

 Поскольку t  и t̂  неодинаковы, то при повороте прибора должен воз-

никнуть сдвиг интерференционных полос, пропорциональный разности  

2

12

1
)(ˆ LL

c
tt  .     (11) 

Такого сдвига обнаружить не удалось, несмотря на старательные попытки его 

найти. Выходило, что выделенной СО нет, т.е. нет эфира.  

 

 2). Лоренц и Фитцджеральд пытались спасти эфир,  

выдвинув гипотезу, что все тела при движении испытывают сокращение в 

направлении своего движения в   




   раз. В этом случае вместо 
2

t  в 

формуле (6) мы имеем  
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и, просматривая последовательно весь вывод дальше, можно получить объясне-

ние нулевого результата в опыте Майкельсона.  
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Но тогда оказывается, что можно попытаться найти релятивистскую по-

правку к разности оптических путей по-другому. В этом случае вместо формулы 

(10) будем иметь  
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12212
2

1
1

2

1

12



LL

c
LL

c
 (13) 

Если выбрать интерферометр с сильно различающимися плечами, то, учитывая 

изменение скорости Земли2) и, следовательно, интерферометра относительно 

эфира (см. Рис. В.3), можно обнаружить смещение интерференционных полос на 

величину  

  n L L    2 1

2 2

max min .       (14) 

Однако вопреки гипотезе Лоренца смещения не наблюдалось.  

 3). Гипотеза увлечения эфира 

Землей и аберрация света звезд.  

 Чтобы спасти представление об 

эфире и объяснить опыт Майкельсона-

Морли, возникла гипотеза, что эфир 

увлекается движущимися телами. То-

гда на Земле скорость света должна 

быть с , и с опытом Майкелъсона-

Морли все согласуется. Но в этом слу-

чае оказывались необъяснимыми 

наблюдения аберрации света неподвижных звезд.  

Земля движется вокруг Солнца по 

орбите со скоростью 

V  (см. Рис. В.3). 

Из-за этого движения при наблюдении 

звезды приходится смещать ось теле-

скопа относительно истинного направ-

ления (суть аберрации). Проще всего 

это понять на примере звезды, располо-

женной вертикально над наблюдателем 

в зените (см. Рис. В.4). Из схемы, при-

веденной на рисунке В.4, видно, что 

    cVtg .  (15) 

При подстановке  V =3 106 см/сек  и 

c =3 1010 см/сек  получим     10 4 . Именно это значение и было получено в 

результате эксперимента по наблюдению Полярной звезды. За  полгода угол 

наклона трубы наблюдателя изменился на 41'' = 2 10-4 . Такой результат мог по-

лучиться только в том случае, если скорость света с  была присуща гелиоцен-

                                                           

2) Скорость движения земной поверхности 
R

VVV



0

, где  RV
R


   - скорость точки поверхности 

из-за вращения Земли с угловой скоростью 

 , а 

0
V


 - скорость полета Земли в космосе. 

S 

Expert 

V


 

  

c 
Свет 

звезды 

Рис. В.4 

Полярная звезда 

Земля 

Солнце 

Рис. В.3 

V
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трической системе отсчёта, связанной с Солнцем и неподвижными звездами.  Ес-

ли же допустить увлечение эфира, то падение света SE будет иным и аберрации 

как таковой не получится. 

4). Эмиссионные теории (попытки исправить уравнения Максвелла). 

 Модификация электродинамики базировалась на предположениях, что ско-

рость света связана с движением источника S , а не с ИСО. Во всех трёх новых 

теориях скорость света относительно S  считается равной  nс , где n - по-

казатель преломления среды 3). Между собой они различаются по тому, как изме-

няется скорость света при отражении от зеркала:  

1) скорость света относительно S  остается  nс ;  

2) скорость света относительно зеркала становится  nс ; 

3) скорость света относительно изображения S  в зеркале становится  nс . 

 Однако имеются явления космического масштаба, которые противоречат 

эмиссионной теории в любой форме. Одно из них связано с динамикой двойных 

звезд и было детально проанализировано. Если бы скорость света линейно зави-

села от скорости источника, то свет приближающейся звезды достигал бы Земли 

скорее, чем свет удаляющейся. Это привело бы к кажущемуся вытягиванию орби-

ты по сравнению с рассчитанной по законам механики. В действительности тако-

го эффекта не  наблюдается.  

2в). Выводы из рассмотренных опытов и постулаты.  

 1. Невозможно обнаружить существование эфира (преимущественной  

ИСО) неподвижного или увлекаемого.  

 2. Модификации законов электродинамики, подобные эмиссионным 

теориям, оказываются несостоятельными.  

 Таким образом, следует вывод, что требуются изменения в основных за-

конах механики и что преобразования Галилея некорректны. Это казалось не-

вероятным, но на это решился Эйнштейн. Он сформулировал этот вывод в виде 

двух постулатов.  

1. Постулат относительности. 

 Законы природы одинаковы во всех ИСО. Другими словами, законы 

природы ковариантны по отношению к преобразованиям координат и времени 

от одной инерциальной СО к другой. Это значит, что уравнения, описывающие 

некоторый закон природы и выраженные через координаты и время различных 

ИСО, имеют один и тот же вид.  

2. Постулат постоянства скорости света. 

 Скорость света не зависит от движения источника и равна с  во всех 

ИСО и по всем направлениям.  

 Из постулатов вытекают совместимые с ними преобразования координат и 

времени при переходе от одной ИСО к другой. Эти преобразования поставили 

под удар гипотезу Ньютона об универсальном равномерно текущем времени.  

                                                           
3) В дальнейшем речь будет идти только о вакууме ( n = 1 ) 
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§ 1. Вывод преобразований Лоренца из требований  

инвариантности уравнений Максвелла. 
 

 "Путь, которым шел Эйнштейн при открытии СТО, был крут и утомите-

лен. Чтобы пройти его, потребовался глубокий анализ понятий пространства и  

времени и  некоторые остроумнейшие мысленные эксперименты. 

 Путь, который мы собираемся избрать, будет широк и удобен. Мы будем 

исходить из всеобщей применимости уравнений Максвелла и огромного экспери-

ментального материала, лежащего в их основе; наш путь (почти внезапно) окон-

чится преобразованиями Лоренца со всеми их релятивистскими следствиями". 

А.Зоммерфельд.  

Пункт 1.Четырехпотенциал и четырёхплотность тока. 

 

 Как известно, уравнения Максвелла могут быть представлены в виде двух 

волновых уравнений относительно векторного потенциала A


 и скалярного потен-

циала  . В вакууме они имеют вид  

  j
ct

A

c
A




 



 41
2

2

2
 ;        (1а)  

  



 4

1
2

2

2


tc
 .       (1б) 

Необходимо помнить, что представление уравнений Максвелла в виде (1) возможно 

лишь при учете дополнительного соотношения (калибровки Лоренца)  

 0
1


tc

Adiv



.       (2) 

Кроме того, полезно принять во внимание, что переменные части стороннего тока 

j


 и стороннего заряда   связаны уравнением непрерывности  

  0
t

jdiv



 .       (3) 

Вначале обратим внимание на то, что, вводя новые координаты   

tcixzxyxxx 
4321

,,, ,    (4) 

мы можем преобразовать оператор в левой части каждого волнового уравнения (1) к 

более компактному виду  

    


4

1
2

2

2

2

2

1

S
S

xtc 






.       (5) 

 В операторе    (даламбертиане) легко узнать четырехмерное обобщение опе-

ратора Лапласа. С помощью    удаётся записать уравнения (1) в ещё более ком-

пактной форме  

  j
c

A
 4

 ,      4 .      (6) 
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Эти координаты 
S

x  называются мировыми координатами. С их помощью 

все мировые события определяются в пространстве и во времени. Любому событию, 

имеющему координаты (
4321

xxxx ,,, ), можно поставить в соответствие четы-

рехобразование R


, по форме напоминающее 4-вектор с проекциями 

(
4321

xxxx ,,, ) . Это четырехобразование действительно имеет реальные призна-

ки вектора в четырехмерном пространстве, который связывает координаты двух 

событий. Первое событие имеет координаты  (0, 0, 0, 0) и заключается, например, в 

принятии решения о необходимости регистрировать все остальные события. Вто-

рым является событие с координатами (
4321

xxxx ,,, ). При таком подходе коор-

динаты любой пары событий в четырехмерном пространстве теперь тоже суть 

начала и концы векторов, которые характеризуют  причинно-следственные связи 

между событиями. Однако определение R


 как истинного вектора в четырёхмер-

ном пространстве должно быть дополнено еще одним математическим условием   

          constxxxxRR 
2

4

2

3

2

2

2

1


,   (7*) 

которому должны удовлетворять все истинные вектора и которое пока не доказано.  

 Подобно независимым координатам 
S

x  объединим потенциалы A


 и   в 

одно четырехмерное образование четырехпотенциал A


с компонентами  

iAAAAAAA
zyx


4321

,,,     (8)A 

и введём также четырехмерное образование четырёхплотность тока  

     




 cijjjJ

zyx
,,,


.      (8)J   

Оба волновых уравнения (6) объединяются в одно четырёхкомпонентное уравнение  

 J
c

A
 4

 .      (8) 

 Перейдем теперь к связывающему потенциалы A


 и   дополнительному 

соотношению (2). Согласно (4) и (8)A второй член в левой части калибровки Лорен-

ца перепишется в виде  

  
4

4
1

x

A

tc 






 ,        

а все соотношение примет вид  

   0
4

1


S

S

S

x

A




  ( 0Div A


).    (9) 

Аналогичным образом можно преобразовать уравнение непрерывности  

  0
4

1


S

S

S

x

J




 ( 0Div J


).       (10) 

В результате уравнения Максвелла примут наиболее компактную форму  

  J
c

A
 4

 , 0Div A


, 0Div J


.    (11) 
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X4 

X3 

A


 

A


 

J


 

J


 

Рис. 1.1 

Основной задачей данного этапа является отыскание преобразований коорди-

нат )(
skk

xxx   и компонент ),(,),(
sskksskk

xJJJxAAA  двух новых четы-

рёхобразований, в результате которых вид уравнений (11) оставался бы неизмен-

ным (или инвариантным).  

Оказывается, что решить такую задачу нетрудно, если немного знать вектор-

ную алгебру трехмерного пространства. Из трёхмерной векторной алгебры извест-

но, что уравнения типа (11) для какого-то трехмерного образования W


 при пе-

реходе к другой системе координат останутся инвариантными, если компо-

ненты W


 преобразуются как компоненты вектора (т.е. компоненты W


 удо-

влетворяют соотношению (7*) и W


 является вектором), а преобразование ко-

ординат является линейным и ортогональным преобразованием. 

 Свято веруя в корректность гипотезы о равноправии всех инерциальных си-

стем отсчета, и, таким образом, в необходимость инвариантной записи уравнений 

Максвелла во всех ИСО в виде (11), А. Эйнштейн и вслед за ним мы делаем два 

фундаментальных утверждения, фактически формулируя два закона природы.  

1. Четырехобразования A


 и J


 являются векторами в четырехмерном 

пространстве (или 4-векторами). В этом законе (понятии) заключено утверждение 

относительно поведения 

компонент 
k

A  и 
k

J  

при преобразовании ми-

ровых координат 
k

x . 

Суть закона в том, что 

при любом преобразова-

нии координат компо-

ненты 
k

A  и 
k

J  

должны преобразовы-

ваться как компоненты 

вектора в четырехмерном пространстве. Причем в качестве принципиально 

нового здесь имеется в виду связь четвертых компонент с тремя остальными.  

 Как четырехвектора A


 и J


 должны удовлетворять нескольким вполне 

определенным свойствам: 

1) Скалярное произведение четырёхвектора на самого на себя  («модуль» 

вектора или его «квадрат») не должно зависеть от системы координат: 

( A


· A


) = constА,    ( J

 J


)= constJ.                      (7*) 

2)  Скалярное произведение двух любых четырехвекторов не должно зави-

сеть от системы координат. А поэтому справедливо, например, такое соотношение  

( A

 J


)= constAJ . 

3) Вдоль какой-то мировой линии (траектории в четырехмерном пространстве) век-

торы A


 и J


, разумеется, могут меняться (Рис. 1.1). Но в каждой точке четырех-
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мерного пространства величина и "направление" (или  "ориентация") каждого век-

тора не зависят от системы координат, которая выбрана для описания событий.  

Пункт 2. Связь между мировыми координатами событий в разных ИСО 

2. Мировые координаты одного и того же события в разных инерциаль-

ных системах отсчета связаны между собой только линейными ортогональны-

ми преобразованиями. В этом состоит второй закон природы. Его второй смысл 

заключается в том, что четырехобразование  R


 есть истинный вектор в смысле 

формулы (7*).  

Итак, в аспекте связи координат и времени в двух разных ИСО возможны 

лишь линейные ортогональные преобразования типа 

sksk
xax

s

 


4

1

 ( 0
4

1
ksksk

xxax
s

 


),    (12) 

в которых коэффициенты 
sk

a  являются постоянными величинами, связанными 

между собой соотношениями  

   
kf

k
ksfs

k
fksk

aaaa 



4

1

4

1

  ,   (13) 

где 
fs

  – символы Кронекера. 

 Прежде всего, разберемся в физической природе трёх вариантов преобразова-

ний координат (12) на примерах трехмерного пространства.  

а)  

a  ,  00 


x ,   

kk
xx  .    (14a) 

Это преобразование обозначает перенос координат. Обобщая (14а) на четырехмер-

ный случай, включим в него изменение начала отсчета времени и тем самым допол-

ним его физический смысл. Преобразование связывает координаты двух неподвиж-

ных СО и потому не имеет отношения к обсуждаемой проблеме.  

б)    

a ,   00 


x ,  

kk
xx  .  (14б) 

В трёхмерном пространстве преоб-

разование (14б) описывает зеркаль-

ное отражение, которое преобра-

зует правую систему координат в 

левую (Рис. 1.2).  Применение пре-

образования типа зеркального от-

ражения (14б) к четырёхмерному 

пространству противоречит физи-

ческому смыслу и потому не может 

быть использовано. Дело в том, что направление изменения времени t  всегда 

определяется по второму закону термодинамики как направление, соответствующее 

росту энтропии. Закон роста энтропии используется для определения направления 

времени независимо от СО. В этом заключается "инвариантность смысла времени" 

и асимметрия времени.  

X 

X' 
Y 

Y' 

Z Z' 

Рис. 1.2 
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 в) Пусть в трёхмерном пространстве произвольные коэффициенты 


a  пре-

образования координат (12) удовлетворяют соотношениям  









3

1

aa ,   00 


x .      (14в) 

Такое преобразование описывает вращение СК в трёхмерном пространстве.  

 Рассмотрим пример вращения системы координат в пространстве вокруг оси 

X  на угол   (Рис. 1.3). В этом случае матрица преобразования имеет вид  

 




cossin

sincos

0

0

001


a ,      (15) 

 

ибо из Рис. 1.3 следует, что  

 

 sincos zyy ;  cossin zyz .  (16) 

Переход от штрихованных координат к нештрихованным осуществляется с помо-

щью преобразования, где штрихованные и нештрихованные координаты нужно по-

менять местами, а   заменить на (  ).  

Теперь применим это ортогональное преобразование к нашему псевдодей-

ствительному четырехмерному пространству. Математически оно должно выра-

жаться как вращение четырехмерной СК в пространстве 
4321

xxxx ,,, . Всякое 

вращение в четырехпространстве можно разложить на 6 вращений в плоскостях 

(
21

xx ), (
31

xx ), (
32

xx ), (
41

xx ), (
42

xx ), (
43

xx ). Вращения в первых трёх 

плоскостях соответствуют пространственным поворотам и потому преобразуют 

только пространственные координаты. Поэтому основной интерес в аспекте изме-

нения времени в разных ИСО представляют вращения в плоскостях, содержащих 

ось OX4 .  

X 
X' 

Y 

Y' 

Z 

Z' 

  

3
x  

Z' 

3
x  

Z 

2
x  

Y 

2
x  

Y' 

P 

  

Рис. 1.3 

44 1



Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

Рассмотрим по аналогии с (16) "повороты" в плоскости (
43

xx ) псевдодей-

ствительного пространства. Если угол ~  есть '' угол поворота'' в псевдодействи-

тельном пространстве, то согласно (16) и (15) имеем  

 ~cos~sin~sin~cos
434433

xxxxxx  .   17) 

Если событие  1) является началом отсчёта в обеих системах координат, то имеем  

 ~cos~sin~sin~cos
434433

xxxxxx  .  (17') 

В (17) компоненты четырёхобразования  

       
1212

;
SSSSSSSS

xxxxxxxx     (18) 

по существу связаны между собой как проекции четырёхвектора, направленного 

из мировых координат события 1) в точку мировых координат  tzyx ,,,  события 

2) на оси двух разных инерциальных систем отсчёта в четырёхмерном простран-

стве. Поскольку мы ищем преобразование разности координат двух событий в ИСО 

неподвижной и в движущейся относительно неё, то угол ~  должен зависеть толь-

ко от величины скорости  
0

v z

 системы K   относительно K .  

 В качестве примера, с помощью которого можно установить достаточно про-

стую связь между координатами двух разных событий в двух различных ИСО и яв-

ную зависимость угла ~  от скорости v , рассмотрим движение в системе K  

начала координат системы K  . При этом будем считать, что в начальные момен-

ты времени начала координат этой пары ИСО совпадали. Такими событиями 

могут быть, например, старт в  00 часов самолёта с аэродрома и одно из происше-

ствий внутри самолёта через некоторый промежуток времени. Первое событие в 

обеих ИСО имеет все четыре координаты, равные нулю. Провожающие и пассажи-

ры следят по своим синхронизированным на аэродроме часам за происходящим в 

самолете (вторым) событием. Его пространственные координаты в движущейся 

ИСО (самолёте) равны нулю. Поскольку в этом простом частном случае 

    0
13233

 xxx ;     tcixxx 
14244

;  

    0v
13233

 txxx ;     0
14244

 tcixxx  

то из первой формулы (17) получаем  

  
   
   

 
 ~v

0

0v

1424

1323

4

3 tgi
c

i
tci

t

xx

xx

x

x















  (19) 

явную зависимость от скорости v  угла ~  ''поворота'' СК в псевдодействительном 

пространстве. Выражая ~cos  и ~sin   в виде соотношений  

22 1

1

1

1










~
~cos

tg
 ,

22 11 














i

tg

tg
~

~
~sin ,  (19) 

получим из (17) формулы  

2

43

3

1 








xix
x ; 

2

34

4

1 








xix
x .   (20) 

Поскольку первое событие в каждой системе отсчёта находится в начале координат, 

то из формул (20) получаются выражения  
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2

43

3

1 








xix
x ;   

2

34

4

1 








xix
x ,    (20´)  

с помощью которых через координаты (
43

xx , ) второго события  
43

00 xxS ,,, , 

установленные диспетчерами аэропорта, можно определить координаты (
43

xx  , ) 

этого события, записанные пилотами в «черном ящике» самолёта.  

На другом языке можно сказать, что формулы (20) являют собой однозначные 

соотношения между компонентами в двух разных ИСО четырёхобразования1) R


, 

связывающего мировые координаты двух произвольных событий. В частном слу-

чае, когда одно событие (старт самолёта с аэродрома в полночь) в обеих ИСО 

имеет одинаковые нулевые координаты  0000
0

,,,S  и  0000
0

,,,S  , преобра-

зования (20) компонент четырёхобразования2) трансформируются в наиболее 

простую форму (20'), в которой координаты второго события в разных ИСО вы-

ражаются друг через друга как бы без привлечения координат первого события.  

К соотношениям (20) необходимо добавить ещё два соотношения (равенства)  

 
22

xx  ; 
11

xx  ,    (20) 

которые связывают два компонента четырёхобразования R


, ориентированные 

ортогонально скорости v


. В рассматриваемом конкретном примере они равны ну-

лю, но, разумеется, могут отличаться от нуля в общем случае.  

 Переходя к переменным z  и  cixt
4

 , из формул (20) получим  

21

v






tz
z ; 

2

2

1

v






)/( czt
t ; yyxx  ; . (21) 

Обратные преобразования согласно (16) получаются из (21) заменой v  на 

v , штрихованных координат на нештрихованные, и наоборот. Эти "обратные 

формулы" можно легко получить самостоятельно, если разрешить (21) относитель-

но z и t .  

В предельном случае при 0  ( с ) и vс  из формул преобразо-

вания Лоренца получаются формулы преобразования Галилея  

tzz  v , tt  , yyxx  , .   (В. 1)  

 При cv   в формулах  (21)  координаты становятся мнимыми. Это зна-

чит, что v  не может быть больше с .  

 Из (21) видно также, что cv  , ибо при cv   знаменатель (21) обращается в 

нуль.  

 

                                                           

1) Пока что R


 нельзя считать четырёхвектором, а его компоненты считать проекциями че-

тырёхвектора.  

2) Соотношения (20) позволяют установить связь между координатами двух событий в двух ИСО 

в произвольном случае.  
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§ 2. Основы  кинематики  СТО 
 

 Интервал является инвариантом по отношению к преобразованию 
Лоренца. Это значит, что два события, разделенные пространственно-
подобным интервалом в одной ИСО, разделены пространственно-подобным 
интервалом такой же величины и в любой другой ИСО. Аналогично два 
события, разделённые времени-подобным интервалом в одной СО, разделены 
таким же времени-подобным интервалом в любой иной ИСО.  
 

Пункт 1. Световой конус и мировые линии в 4-пространстве 
 

 Два события, происходящие в одной точке (с одним телом) в какой-
либо ИСО, всегда связаны времени-подобным интервалом, поскольку 

согласно(1) справедливо условие 02

12 S . Такие события в общем случае 
связаны причинно-следственной связью: второе событие наступает после 
первого и потому может быть следствием совершения первого.  

Если события, связанные времени-подобным интервалом ( 02

12 S ), 
происходят в разных точках пространства, то согласно альтернативному 
следствию всегда имеется ИСО, где эти события будут одноместны. Т.е. 
можем найти преобразование Лоренца, согласно которому  

02

01

22

01

22

01

2

01

2

01

2

01  )( ttcttczzyyxxS    (1) 
и события будут одноместны (т.е. могут быть связаны причинно-следственными 
свя- зями). Все события такого рода лежат в 4-мерном пространстве внутри так 
называемо 
-
го 

"светового конуса", поверхность которого определяется уравнением  

  0
2

0

22

0

2

0

2

0  ttczzyyxx      (2) 

Сечение этого конуса поверхностью 0xx  , 0yy   показано на Рис. 2.1.  

Абсолютно 

удалённая 

область 

Абсолютно удалённая область 

(z-z0) 

c(t-t0) 

0B

1B

2B

0B 1S

2S

4S

 
Абсолютное 

будущее 

Абсолютное 

прошлое 

3S

0S

Рис. 2.1 
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Пусть в момент времени 0tt   некоторая частица (физическая система) 
находится в начале координат (в точке пространства 0zz  ). Поскольку c  
является верхней границей скорости, то световой сигнал будет  
распространяться вдоль линий ОB0 под углом в 450  к оси )( 0ttc  . 
Относительная скорость самой частицы определяет угол наклона линии ОB2 к 
оси абсцисс:  

 1v/ 00   cttczztg .      (3) 
Следовательно, с течением времени частица будет перемещаться вдоль пути 
ОB2 , который называется ее мировой линией. Этот путь расположен внутри 
правого полуконуса (в области 0tt  ). Упомянутая область называется 
областью абсолютного будущего. Все интервалы внутри этой области 
времени-подобные, и все события связаны причинно-следственными связями 
c событием 0S . В этом конусе произошли события, которые могут зависеть от 
события 0S .   
 Область внутри левого светлого полуконуса – область абсолютного 

прошлого (там тоже 02

30 S ). В светлых областях события 1S  и 0S , а также 

3S  и 0S  всегда можно сделать одноместными, выбрав подходящую ИСО.  
 Заштрихованные области называются абсолютно удаленными 
областями. В них интервал между событиями ( 02

02 S ) пространственно-
подобный, поэтому там посредством выбора начала координат любые два 
события можно сделать одновременными.  
 

Пункт 2. Относительность понятия одновременности двух событий 
 

 Допустим, что в некоторой покоящейся системе координат  К  произошли  
одновременно два события 01001 tzyxS ,,,  и 02002 tzyxS ,,, . Эти события 
указаны на диаграмме (см. Рис. 2.2), оси  
которой zx 3  и tcix 4 . Как видно из 

рисунка, величина проекции 12R


 на ось 
tcix 4  равна нулю (т. е. события 

одновременные). События 2,1S  (при 0 t ) 
разделены пространственно-подобным 
( 02

12 S ) интервалом. При переходе в СК, 
движущуюся в Z –направлении со скоростью 

v , получаем, что события 2,1S  происходят 

в разные моменты времени 2,1t . Проекция 

интервала этих событий на ось tcix 4  
согласно (1.21) определяется выражением  

22 11 













c

zczt
t ,     (4) 

2S

4xtci 

3xz 

3xz 

4xtci 

0tci

2tci 
1tci 

~

Рис. 2.2 

S1 

48 1



Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

и при 0 z  получается отличной от нуля ( 0 t ). В этом и состоит 
относительность одновременности событий: события, одновременные в 
ИСО К, оказываются разновременными в ИСО К. Указанному на Рис. 2.2 углу 
~  соответствует скорость v  системы К в  Z направлении, которая 

вычисляется по приведённой выше формуле для параметра  ~tgi .  
 

Пункт 3. Собственное время объекта 
 

 Допустим, что в определенной точке ( zyx  ,, ) движущейся  системы 
координат К произошли два события 

2,1S   в моменты времени 2,1t . Они 
изображены на Рис. 2.3. Интервал между 
этими событиями времени-подобный. 
Допустим, что К  движется относительно 
К со скоростью v  в  Z направлении, 
что отражено на Рис. 2.3 с помощью 
поворота на угол ~  осей К относительно 
осей К.  
 Используя (1.21) и полагая 0 z , 
находим tcz    и далее  

2

2
1

1

/ 








 t
ctct

t .(5) 

 Из формулы (5) видно, что 
промежуток между событиями в системе 
координат, где события происходят в одной 
точке и, следовательно, отмечаются 
одними и теми же часами, оказывается наименьшим. Это утверждение носит 
общий характер и может быть еще глубже осознано опять же с помощью Рис. 
2.3.  
 Мы видим, что для сравнения хода часов в двух ИСО следует иметь 
несколько часов в одной ИСО и одни часы в той ИСО, где события одноместны. 
Процесс сравнения хода часов в этом случае несимметричен по отношению к 
обеим СО. В результате всегда окажутся отстающими те часы, показания 
которых сравниваются с показаниями разных часов в другой СО.  
 Введем понятие собственного времени объекта (СВО). Время, которое 
проходит между двумя событиями на каком-то объекте, называется СВО. 
Поскольку в СО, связанной с объектом, события происходят в одной точке, то 
СВО отсчитывается по одним часам, движущимся вместе с объектом, и 
описывается формулой (5) как время между двумя одноместными событиями. 
Поэтому оно всегда меньше любого времени между этими событиями, 
отсчитанного по двум разным часам любой другой ИСО.  
 СВО можно обобщить на случай объекта, который движется 

3xz 
3xz 

tci 
2tci 1tci  2tci

tci

~ 1S
2S

Рис. 2.3 
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произвольным образом. За малые промежутки времени его движение можно 
считать равномерным и прямолинейным. Тогда согласно (5) имеем  

  tdt
c

tdttd )(v)( 2

2

2 1
11   ,   (6) 

где tv  – мгновенная скорость тела (скорость движущихся часов в 
неподвижной СО), td   – промежуток времени между событиями, 
происходящими с телом, td  –промежуток времени между этим событиями по 

часам неподвижной СО. Если зависимость tv  известна, то конечные 
промежутки времени связаны соотношением  

 
S

S

S

S

t

d
сi

Sd
tdt

с
tt

t 000
0

2

2

1
1  v ,   (7) 

где 0tt   – СВО, 0tt   – время, определённое по часам ИСО, и интеграл 
по  

 







































222

2

22222 1
1

td

zd

td

yd

td

xd

с
tdсitdсzdydxdSd    

(8) 
берется вдоль мировой линии этих часов между событиями 0S  и S . Т.о., не 
выходя за рамки СТО, мы можем кое-что сказать о неравномерном движении 
материальной точки (или о покоящемся теле в неинерциальной СО).  

Причиной неравноправия движущейся СО, где часы покоятся, и всех 
других ИСО является указанная выше несимметричность сравнения хода 
часов: СВО отсчитывается по одним единственным часам, а время между этими 

0ttc 

0zz

0zz 

0ttc 

0zz 

0ttc 

0S


1S


1S

Рис. 2.4 
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же событиями в любой другой ИСО отсчитывается с помощью двух 
синхронизированных часов, расположенных в двух разных точках 
пространства, где эти события совершаются.  

Если же одни часы описывают замкнутую траекторию от 0S  к 

1S  (см. Рис. 

2.4), возвращаясь в исходное место к неподвижным часам, то окажутся 
отстающими именно движущиеся часы. Обратное рассуждение, в котором 
движущиеся часы рассматривались бы как неподвижные, некорректно, т. к. 
часы, описывающие замкнутую траекторию, движутся не равномерно и не 
прямолинейно, а поэтому связанная с ними СО не является инерциальной. 
Инерциальные СО и СО, связанные с неравномерно движущимися часами 
(неинерциальные СО), обладают разными свойствами. Поскольку законы 
природы одинаковы только в ИСО, то и рассуждение, приводящее к результату, 
что покоящиеся часы должны отставать, неверно.  

Если часы неподвижны, то их мировая линия является прямой, 
параллельной оси времени. Если же часы совершают неравномерное движение 
по замкнутому пути и возвращаются в исходное место, то их мировая линия 
будет кривой, проходящей через две точки на прямой линии неподвижных 
часов, соответствующих началу и концу движения (см. 0S  и  

*

1S  на Рис. 2.4). 
Поскольку покоящиеся часы всегда показывают больший промежуток времени, 
чем движущиеся, то интеграл, взятый между двумя мировыми точками на Рис. 
2.4, имеет максимальное значение, если он берется вдоль по прямой мировой 
линии, соединяющей эти точки. Утверждение верно и для произвольных точек 

0S  и 
*

1S  на Рис. 2.4.  

 В заключение отметим, что СВО в виде td
t

t
 
0

21    есть 

инвариант при любом преобразовании Лоренца, ибо это есть время, которое 
прошло между двумя событиями в одной точке (или с одним телом), 
движущейся (движущимся) по определённой мировой линии в четырёхмерном 
пространстве.2)   
 

Пункт 4. Лоренцово сокращение длины движущегося стержня 
 

 Пусть стержень покоится в СО  К  и пусть координатами его концов 

будут координаты 21,z , так что  

    zLzz  012 .     (9) 
Очевидно, что при измерении длины стержня в К несущественны моменты 

времени 21,t
, в которые мы определяли положение его концов 21,z  (ведь 

стержень покоится). На Рис. 2.5 стержень, покоящийся в К´, для 
определенности изображен в виде полоски шириной 0L . Концы полоски 
                                                 
2 ) Если перейти в другую систему отсчета, в которой события 0S  и 

*

1S  на Рис. 2.4 

будут происходить в моменты времени 0t  и 


0t , то величина   не изменится.  
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параллельны оси времени tci  , что отражает факт произвольности моментов 
времени, в которые проводятся измерения концов покоящегося стержня в К. 
Собственная длина этого стержня есть проекция полоски на ось z . Она 
равна 0L  согласно (9).  

Иначе обстоит дело с измерением движущегося отрезка. Неподвижный 
наблюдатель обязан измерять координаты концов движущегося отрезка 
одновременно с его точки зрения. Это – принятый способ определения 
длины движущегося объекта. Таким моментом времени может быть 
любой момент (и, в частности, момент 0t ). Следовательно, в системе К, 
связанной с наблюдателем, два события, состоящие в измерении концов 
движущегося со скоростью v  в  Z направлении стержня, будут иметь 
координаты 11 tzS ,  и 22 tzS , , где  

012  ttt .       (10) 

Тогда,  воспользовавшись формулами (1.21), получаем 

 2220
111  











Lztz
zL

v
.    (11) 

Измеренная неподвижным наблюдателем длина движущегося отрезка  

     2

0 1  LL       
 (12) 

оказывается меньше собственной длины 0L , измеренной в системе K'. 
Именно этот результат иллюстрирует и Рис. 2.5.  Хотя изображенная на Рис. 2.5 
длина L  больше 0L , надо иметь в виду, что в используемом 
псевдодействительном представлении на 
самом деле  

0

2

00 1 LLLL   )~cos/( .  
Итак, длина физического тела 

относительна, т. е. различна в разных 
ИСО. Наибольшая длина стержня в той 
ИСО, где он покоится. Если стержень 
движется, то его длина кажется меньше 
собственной. Что означает сокращение 
длины стержня? Становится ли он короче 
"на самом деле"? 
 Никакого реального сокращения 
длины стержня не происходит и не может 
произойти в силу принципа равноправия 
всех ИСО. Во всех ИСО физическое 
состояние стержня одно и то же, поэтому 
не может быть и мысли о возникновении каких-либо напряжений или 
деформаций. "Укорочение" стержня происходит в силу различных способов 
измерения длины в двух ИСО, в силу принятого способа определения длины  

tci 

tci0tci

z  z

0L

Рис. 2.5 
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движущегося объекта.  
 Чему равна длина стержня "на самом деле"? Вопрос лишен смысла. В 
каждой ИСО стержень имеет свою длину, это и есть длина "на самом деле". Все 
ИСО равноправны, и все определяемые длины законны и равноправны.  
 Существует избранная ИСО, где стержень покоится. В ней положения его 
концов можно определять в разные моменты времени. С точки зрения 
привычных представлений, в такой ИСО стержень имеет "настоящую" или 
собственную длину. Эта длина 0L  оказывается максимально большой в силу 
особого состояния покоя стержня лишь в этой системе отсчёта и обусловленной 
этим обстоятельством особой возможности измерять эту длину в произвольные 
моменты времени.  
 Очевидно, что два эталонных метра могут иметь разную длину, если они 
находятся в разных ИСО и движутся относительно наблюдателя с разными 
скоростями. В этом случае наблюдатель будет видеть каждый движущийся 
метр меньшим эталонного метра, находящегося у него в руках.  

В какой бы СО  К мы не измерили длину 2

0 1  LL  стержня, зная 
 , мы можем найти 0L . Поэтому собственную длину 0L , можно считать 

инвариантом.  

Пункт 5. Закон сложения скоростей 
 

Предположим, что материальная точка в системе отсчёта К' движется со 
скоростью, вектор которой u 


 имеет углы    и   с соответствующими 

осями СО. Пусть система отсчёта К′  движется относительно К со скоростью 
v  в  Z направлении. Определим скорость u


 материальной точки в 

системе К. Для определения скорости u


 (и, следовательно, закона сложения 
скоростей) можно использовать преобразование Лоренца.  

Рассмотрим два события, происходящие с материальной точкой и 

разделенные вектором Rd 


. Будем исходить из обратного преобразования 
Лоренца  

   ;; ydydxdxd        
  

21

v





tdzd

zd ;         (13) 

21 






czdtd
td .         

Отсюда по определению получим компоненты скорости материальной точки в  
K  

 cu

u

td

xd
u

z

x

x 






1

1 2

;        
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 cu

u

td

yd
u

z

y

y 






1

1 2

     (14) 

 cu

u

td

zd
u

z

z
z 




1

v
.        

Это и есть формулы релятивистского преобразования скорости.  
 а) Выражения (14) показывают, что для малых скоростей ( uс ,v ) 
справедлив принцип относительности Галилея v


 uu .  

 б) Однако, если хотя бы одна из этих скоростей близка к скорости света, 
то появляются особенности. Скорость, большую скорости света, нельзя 
получить даже при сложении двух скоростей, каждая из которых близка к c .  

Рассмотрим простейший случай двух параллельных скоростей 

0zu


 v . Тогда закон сложения скоростей имеет вид  

 cu

u
u





1

v
.        

 Если cu  , то получим cu  . Этот результат является  явным 
выражением второго постулата Эйнштейна. 
 По формулам (14) легко определить абсолютную величину скорости 
движущегося объекта  

   2

222

2

1

v1

cu

uu
u

z

z




 





,       (15) 

а также найти азимутальный угол вектора скорости  

 



 tg
u

u

u

u
tg

y

x

y

x
    (16) 

и угол места   

 
 2

222

2

22
2

cosv

sin1













u

u

u

uu
tg

z

yx



.     (17) 

 Обратное представление   ,u  через ,u  получается перестановкой 
  ;uu  и изменением знака v .  

 
Пункт 6. Эффект Допплера 

 
 Эффект Допплера заключается в изменении частоты 
распространяющихся световых, звуковых и других  волн, которое обусловлено 
движением источника колебаний относительно наблюдателя (или движением 
наблюдателя относительно среды, в которой распространяются волны). В 
качестве примеров можно привести изменение звука пролетающего мимо нас 
самолета, гудка проходящей мимо платформы электрички, частоты ударов волн 
о днище лодки при изменении скорости или направления её движения 
относительно направления распространения волн по водяной поверхности.  
 Вначале покажем, что фаза любой плоской волны инвариантна 
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относительно преобразования Лоренца, ибо ее определение может быть 
сведено к простому счету, не зависящему от координатной системы.  

Трудно представить, как сосчитать разность фаз, которые имеет плоская 
электромагнитная волна в двух точках пространства в два разных момента 
времени (т.е. в двух точках четырёхмерного пространства). Но это гораздо 
проще представить, если вместо электромагнитной волны рассмотреть 
распространение по поверхности моря поверхностной гидродинамической 

волны.  
Возьмем двух наблюдателей, движущихся друг относительно друга с 

постоянной скоростью 0z


v  и исследующих какой-то волновой процесс. 
Например, с маяка и с движущегося со скоростью v


 судна два наблюдателя 

следят пловцом, который борется с морскими волнами (см. Рис. 2.6). Пусть, 
наблюдатели считают гребни волн, которые приподнимают пловца. 
Предположим, что оба наблюдателя начали счет с одного гребня (который едва 
не захлестнул пловца) и закончили счет гребней тоже синхронно (когда, скажем, 
пловца подобрала лодка). Тогда очевидно, что число гребней, которые пройдут 
мимо пловца в период между двумя этими событиями, по подсчетам обоих 
наблюдателей должно быть одним и тем же. Оно для каждого из наблюдателей 
определяется частотой волн f , пробегающих мимо пловца, временем 
наблюдения, а также длиной волн и расстоянием, на которое сместился пловец 
за время наблюдения  










 222













rktzktz
tfq z

z



.   (18) 

 Для наблюдателя в движущейся СО (лодке) величины ztf z
 ΔΔ ,,,  

другие, но метод подсчета и ответ должны быть такие же  










222









rktzkt

q z



.  

 (18′) 
Левую часть соотношения  

zkykxktzkykxkt zyxzyx
   
(19) 

Рис. 2.6 
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с помощью формул преобразования Лоренца (1.21) можно представить также 
в виде функции от yxzt  ,,,  и из сопоставления с правой частью 
получить  

22 11 














kkck
k zz

z ;   22 11

v

















zz kk

c

k

c ; 

 ;; yyxx kkkk      (20) 
(Формулы легко проверяются экспериментально. Поэтому их можно считать 
экспериментальным подтверждением корректности преобразования Лоренца.) 
 Взглянем теперь на эту проблему с четырехмерной точки зрения. Как уже 
отмечалось, выражение для фазы  
 

rkt


        
является инвариантным. По форме его можно представить в виде скалярного 

произведения 4-вектора R


  и 4-образования векторного типа  
 

 







c
ikkk


,


;  2

2

c
kk





.      (21) 

Из формул (20) можно увидеть, что компоненты 4-образования k


 при 
преобразовании координат преобразуются как компоненты 4-вектора. Другими 

словами, при повороте  СК  на  угол  
~

 в плоскости ( 43 xx , ) компоненты 
( 43 kk , ) и ( 21 , kk ) преобразуются по формулам (1.20), где ~sin  и ~cos  
выражаются формулами (1.19). Т.о., на формулы (20) мы можем смотреть как на 

результат преобразования 4-вектора k


 при переходе от неподвижной СО к 

движущейся. Следовательно, k


 не 4-образование, а истинный 4-вектор. Тогда  

Rkrkt


ΔΔΔΔ  ; 0
2

2


c

kkkk


  

 (22)  
есть скалярное произведение двух 4-векторов, и инвариантность фазы 
очевидна, ибо скалярное произведение двух 4-векторов есть инвариант 
лоренцевского преобразования координат в четырехмерном пространстве.  

Если ввести угол   между направлением вектора k


 и направлением 

скорости v


 перемещения одной СО относительно другой и воспользоваться 
справедливыми для световых волн соотношениями 

kсkkсk  


,
,    

то формулы (20) полезно представить в несколько ином виде  

21

cos
cos







 kkk z ; 21

cos1







 kk ;   sinsin kk  ,    

(23) 
или  
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  21

1








cos

; 








cos

sin 21
tg . 

 (24) 
Обратные преобразования получаются заменой   ;    и 
  . Тогда из первого соотношения (24) можно получить  

 








cos1

1 2

.     

 (25) 
 В заключение отметим, что в этом параграфе мы узнали о двух новых 4-

векторах R


Δ  и k


 и нескольких важных инвариантах преобразования 

Лоренца: RRS


ΔΔ 2

12 ; 0 kk


; ΔΔ  Rk


;   и 0L . Кроме 
того, число инвариантов можно увеличить еще на четыре за счет скалярных 

произведений Ak

 ; Jk


 ; AR


Δ  и JR


Δ .  

 
 

§ 3. Релятивистская механика свободной материальной частицы 
 

 Наиболее общая формулировка закона движения механических систем 
даётся так называемым "принципом наименьшего действия" (или принципом 
Гамильтона). Согласно этому принципу каждая механическая система 
характеризуется определенной функцией обобщенных координат и импульсов 

tqqL ,,


, которая называется функцией Лагранжа данной системы. Функция 
Лагранжа UTL   состоит из двух частей, одна из которых ( T ) 
кинетическая энергия системы, а вторая ( U ) – потенциальная энергия.  

 
 
Движение системы удовлетворяет следующему условию. Пусть в 

моменты времени 1t  и 2t  система занимает определенные положения, 
характеризуемые двумя наборами значений координат 1q


 и 2q


. Тогда между 

этими положениями система движется таким образом, чтобы интеграл  

d

t

t

stdtqqL 
2

1

),,( 

,  
называемый действием, имел наименьшее возможное значение.  

 Рассмотрим две функции tqqL ,,


 и tqqL ,,
~ 

, отличающиеся друг 
от друга на полную производную по времени от какой-либо функции координат 
и времени ),( tqf


:  

),(,,,,
~

tqf
td

d
tqqLtqqL

 
.  

Вычисленные с помощью этих двух функций интегралы связаны соотношением 
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   ),(),(~
1122 tqftqfss dd


 ,       

правая и левая части которого отличаются дополнительным членом, 
исчезающим при варьировании действия. Т.о., условие 0)~( ds  совпадает с 
условием 0)( ds , и вид уравнений остается неизменным. Это значит, что 
функция Лагранжа определена лишь с точностью до прибавления к ней полной 
производной по времени от любой функции координат и времени. 
 Другое доказательство того же утверждения можно представить в виде 
следующих  математических выражений для уравнений движения системы: 

q
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Пункт 1. Интеграл действия и функция Лагранжа свободной  
материальной частицы в ИСО 

 
Определим функцию Лагранжа UTL   свободной материальной 

частицы в ИСО. Поскольку пространство однородное, то U  не зависит от r


 
(можно считать, U  отсутствует). Поскольку время однородное, то U  и T  не 
зависят от времени. Следовательно, T  зависит только от v . Поэтому L  
тоже зависит только от v


. 

В силу изотропии пространства функция L  не может зависеть также и 
от направления вектора v


, так что является функцией лишь его абсолютной 

величины (т.е. L  зависит от 
2v  или от v


) 
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     2vLL  .       (1) 

Обозначающий действие интеграл вдоль траектории частицы в мировом про-

странстве между двумя событиями 

   
2

1

2 )v(

t

t

tdLs
d

      (2) 

не должен зависеть от выбора той или иной ИСО. В противном случае в какой-то 

ИСО он был бы наименьшим, и эта ИСО была бы особой. Т.о., действие 
d

s  

должно быть инвариантом относительно преобразования Лоренца (скаляром).  

Далее из (2) ясно, что под интегралом должен стоять дифференциал от ска-

ляра в первой степени. Однако единственный такой скаляр, который можно по-

строить для свободной материальной частицы, движущейся по своей собствен-

ной траектории, есть собственное время объекта   или пропорциональная 

ему величина ( a ), где a – постоянная, характеризующая данную частицу. 

 Как отмечалось в  § 2, интеграл  

   
2

1

2

1

2

1

21

S

S

t

t

t

t
сi

Sd
tdd   

имеет максимум при 0 , т. е. при "перемещении" частицы (объекта, тела) 

вдоль прямой мировой линии, параллельной оси tcix 
4

. (Объект в СО К нахо-

дится в состоянии покоя в одной точке, и все события на его мировой линии од-

номестны.) Аналогичным образом, если события 
21,

S  в СО К не находятся в одной 

точке пространства, то можно выбрать СО К, в которой они одноместны. Тогда 

вновь интеграл 
2

1

t

t

d  между этими двумя событиями по прямой линии в СО Кбудет 

максимальным.  

Создаваемая релятивистская теория движения материальных тел может полу-

читься корректной только в том случае, если при движении тела по прямолинейной 

траектории действие 
d

s  будет минимальным. (Именно, в соответствии с этим 

принципом любая свободная материальная частица движется по прямой линии.) По-

этому действие для рассмотренной свободной частицы должно иметь вид  

tdatdadas

S

S

t

t

t

t

d   
2

1

2
2

1

2

1

2 11  ,     (3´) 

где 
2

1

S

S

d  обозначает интеграл вдоль мировой линии между двумя выбранными 

событиями (т. е. между заданными мировыми координатами на траектории дви-

жения в 4-пространстве) и величина a  есть некоторая положительная постоян-

ная, характеризующая данную частицу ( 0a ). Сравнивая (2) и (3´), находим 

L  для свободной частицы в виде   
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21  aL .       (3) 

 Величина a , характеризующая частицу, по размерности должна быть 

энергией. В классической механике всякая частица характеризуется ее массой 

0
m . Связь величин 

0
m  и a  находится из условия, что при предельном пере-

ходе c  наше выражение для L  должно перейти в классическое выражение  

20 v
2

m
L

lc
 . Для этого разложим L  в ряд по  cv  и, опуская члены 

высших порядков, получим 

       2
v

~v
v La

c

а
acaL 

2

2
2

2
1  . 

 Поскольку в функции Лагранжа несущественны члены, являющиеся пол-

ными производными по времени, и постоянная величина ( a ) является именно 

таким членом, то при сравнении L  с классическим выражением её можно не 

учитывать. Опуская ( a ) и сопоставляя  2
v

~v
L

c

а


2

2

2
 с 20 v

2

m
L

lc
 , нахо-

дим для постоянного коэффициента в формуле (3) явное выражение  

  
2

0
cma  .     (4) 

По размерности величина a  является энергией, что полностью отвечает  физи-

ческому содержанию L . Т.о., функция Лагранжа свободной материальной ча-

стицы может быть представлена в виде  

 
22

0
1  сmL .     (5) 

 

Пункт 2. Импульс и энергия свободной частицы 

 

 Импульсом частицы, как известно, называется вектор p


, компоненты ко-

торого равны производным от L  по компонентам (
zyx

v,v,v ) скорости v


. 

Символически вектор p


 можно определить как градиент функции L  по ком-

понентам скорости и, используя выражение (5), найти  

  
2

0

1 





v
v

v





m

LLp .     (6) 

При малых скоростях cv (или в пределе при c ) выражение (6) пере-

ходит в классическое.  

 По определению энергии системы найдём энергию свободной частицы  

 
2

2

0
33

111  


 









































 



cm
LvpL

L
L

q

L
qW






v
v .  (7) 

Эта очень важная формула показывает, что в релятивистской механике энергия 

свободной частицы не обращается в нуль при 0v , а остается конечной вели-

чиной  
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2

00
cmW  .       (7') 

Ее называют энергией покоя частицы. Именно из-за наличия 
0

W  энергия W  и 

функция Лагранжа L  не совпадают друг с другом в отсутствие потенциальной 

энергии (т.е. в однородном пространстве       WcmWL /1
22

0

2   ).   

 При малых скоростях cv (или в пределе при c ), разлагая (7) по 

степеням  , получим такое выражение  

  
lc

TWmcmW 
0

2

0

2

0
2

1
v ,     (7'') 

которое за вычетом энергии покоя точно совпадает с классическим выражением 

для кинетической энергии частицы.  

 Сопоставляя формулы (6) и (7), можно заметить, что они перепишутся уни-

версально  

   v


mp   ,        (6*) 

   2cmW   ,        (7*) 

если под m  понимать величину 

   
2

0

1 


m
m  ,       (8) 

которая зависит от скорости частицы в данной СО. Такая форма записи позволя-

ет  говорить об эквивалентности массы и энергии, понимая под этим возмож-

ность в разных единицах мерить одно и то же.  

 Т.о., энергия, измеряемая количеством "работы, которую тело может 

совершить", и масса, определяемая импульсом при данной скорости, явля-

ются взаимосвязанными понятиями: если есть одно, то есть и другое1).  

 И еще один вывод: ни масса, ни энергия не инвариантны при преобразо-

вании координат. Каждая величина согласно (7) и (8) зависит от СО наблюдате-

ля. Масса покоя 
0

m   - минимальная масса, ибо находится в особой, выделен-

ной СК, где тело покоится. Она скаляр и инвариант в том же смысле, в ка-

ком  являются инвариантами СВО    или длина стержня 
0

L .  

 Из соотношений (6), (7), (8) можно получить полезные формулы, которые  

устанавливают связь между энергией, массой покоя и импульсом частицы. Ис-

ключая из выражений  

       222

0

22242

0

2 11   mcpcmW


;   

величину 
2 , получим энергию в виде так называемой функции Гамильтона  

 
321321

2242

0
pppxxxHpccmW ,,,,,


    .(9) 

Соотношения (6), (7) и (8) позволяют также представить связь между p


 и W  в 

виде  

   2cWmp vv


      (10) 

или, опуская вектора,  в виде 

                                                           
1) В курсе общей физики масса определена как отношение силы к ускорению. 
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     2cWp v .      (10) 

 Частный случай. При cv  (или 1 ) энергия и импульс частицы об-

ращаются в бесконечность. Это значит, что тело с отличной от нуля массой покоя 

0
m  не может двигаться со скоростью света. В релятивистской механике, однако, 

могут существовать частицы с массой покоя 0
0
m , которые движутся со скоро-

стью света. Используя (10') для таких частиц имеем 

     cWp  .     (10*) 

 

Пункт 3. Уравнение движения релятивистской частицы в трёхмерном  

пространстве  

 

 Рассмотрим элементарную частицу в поле силы f


. Из теоретической ме-

ханики известно, что под действием силы будет изменяться импульс частицы в 

соответствии с уравнением движения  

  ftdpd


 ,       (**) 

называемым в классической механике вторым законом Ньютона. Диффе-

ренцируя (6) по времени, получим релятивистский вариант уравнения движения 

элементарной частицы  

  
 

f
td

d

c

m

td

dm

td

pd 




















v
v

1

vv

1
3

22

0

2

0


.   (11) 

 Представляют интерес два частных случая.  

а) Сила v





ff . Поскольку скорость частицы изменяется только по 

направлению (но не по величине), то отсутствует составляющая ускорения, па-

раллельная скорости. В этом случае   0
t

vv 
, и уравнение движения имеет вид 

   















f

td

dm 
v

1 2

0


.       (11a) 

Отношение силы к ускорению есть то, что было определено как масса m  (ино-

гда ее называют поперечная масса 


 mm ). 

б) Сила v





ff . В этом случае скорость частицы изменяется только 

по величине и поэтому  

       tdd 2v50vvvv
tt

, 
. 

Уравнение движения в этом случае имеет вид  

  
  














f

td

dm 
v

1
3

2

0


 ,     (11б) 

и отношение силы к ускорению (продольная масса) имеет иную величину  

  23
2

0

11  



 



mm
m , 
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чем в случае а). Т.о., если использовать в качестве определения инертной массы 

отношение силы к ускорению, то такое определение в СТО будет давать неод-

нозначные ответы на вопрос, какова  масса тела.   

 

§ 4. Ковариантная формулировка уравнений релятивистской механики 

 

 Как уже отмечалось, уравнения Максвелла ковариантны по отношению к 

преобразованию Лоренца. Это отличает их от уравнений классической механики, 

которые ковариантны по отношению к преобразованию Галилея.  

 В этом параграфе мы попытаемся найти уравнения релятивистской механики, 

ковариантные по отношению к преобразованию Лоренца. Для этого необходимо 

построить для четырехмерного "мира" основные физические величины, используе-

мые в механике. Очевидно, что первые три (пространственных) компонента этих 

величин должны быть сходны с соответствующими трехмерными величинами и 

должны переходить в них в предельном случае ( c ) малых скоростей.  

 

Пункт 1. 4-скорость и 4-импульс 

 

 1. Вначале построим 4-скорость. Образовать 4-скорость – это значит задать 

закон преобразования этой величины при повороте СК. Учтем, что в 4-

пространстве каждая точка (событие) определяется 4-вектором с координатами 

k
x . Движение материальной точки в 4-пространстве – это последовательность 

событий, состоящих в том, что частица занимает какое-то место в пространстве в 

какой-то момент времени. Это значит, что в 4-пространстве материальная точка 

(тело) описывает некоторую мировую линию. Мировую линию можно задать как 

функцию одного параметра, определив параметрический закон изменения каждой 

из четырех координат. Этот параметр должен быть скаляром и потому инвари-

антом относительно преобразования Лоренца. С другой стороны, уже отмечалось, 

что единственным инвариантом элементарной частицы, характеризующим её 

движение по заданной траектории, является СВО  . Поэтому закон движения 

материальной точки по мировой линии можно задать в виде1)  

      
kk

xx  .      (1) 

 По размерности 4–скорость есть отношение длины и времени  : 

   
 d

xdx
u kk

k








lim

0

.     (2) 

Поскольку приращения 
k

x  компонентов 4-вектора R


 преобразуются как 

компоненты 4-вектора и поскольку 
k

u  тоже должны быть компонентами 4-

вектора, то величина d  должна быть инвариантом преобразования Лоренца.  

                                                           
1) Аналогичным образом в классической механике обычно три пространственные координаты за-

давались как функции четвертой независимой переменной  времени, причем время было инвари-

антом преобразования Галилея.  
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 Зная связь собственного времени объекта   и времени t , текущего в инер-

циальной неподвижной СО, можно связать компоненты 4-скорости с компонентами 

трёхмерной скорости объекта в классическом представлении:  

21 







v

d

td

td

xd

d

xd
u ,    (3) 

где   = 1, 2, 3. Итак, первые три компонента 4-скорости – это компоненты «клас-

сической» скорости в трёхмерном пространстве, умноженные на зависящий от мо-

дуля скорости фактор  211  . Четвёртый компонент находится по сформу-

лированному выше правилу  

      2

44
1   cidtdcidxdu ,     (4) 

так что 4-скорость можно представить в виде  

 d

Rdci
u






















 
,

v
.    (5) 

В предельном случае ( c  или 0 ) первые три компонента совпада-

ют с компонентами обычной скорости. Четвертый компонент отличен от нуля даже 

тогда, когда частица покоится (при  0v


 и 0  имеем ciu 
4

). Последнее 

означает, что время остановить нельзя, что оно течёт всегда. В четырехмерном 

мире  не может быть "покоя" в смысле 0u


.  

 Скалярное произведение 4-скорости на 4-скорость является инвариантом  

  2

2

2

2

24

1

2

11
c

c
uuu

k
k








 

v
)(


,    (6) 

величина которого постоянна и отрицательна. Это означает, что 4-скорость яв-

ляется времениподобным 4-вектором2) и что компоненты 4-скорости произвольно 

движущегося объекта не являются независимыми.  

 

2. 4-импульс. 

 

 Из классической механики следует, что 4-импульс элементарной частицы 

должен быть параллелен 4-скорости частицы. Коэффициент пропорциональности 

должен быть скалярной величиной, инвариантной относительно преобразования 

Лоренца и имеющей размерность массы. Такой величиной является масса покоя, 

так что с полной очевидностью 4-импульс представляется как 

  
















с

W
i

cm
i

m
umP

2

0

2

0

0

11 
,

v



 .     (7) 

В силу того, что четвёртый компонент импульса имеет непосредственное отноше-

ние к энергии частицы, 4-импульс называют иногда вектором энергии-импульса.  

                                                           

2) Разделение 4-векторов на пространственноподобные 0 )( AA


 и времениподобные 

0 )( AA


 имеет смысл во всех случаях.  
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 Известные законы сохранения импульса и энергии консервативной системы 

(коллектива частиц) теперь трансформируются в закон сохранения 4-импульса.  

4-импульс –  времениподобный вектор, его модуль – инвариант постоянной 

величины, играющий роль уравнения связи между компонентами P


   

   22

0

4

1

2 cmPPP
k

k




)(


.     (8) 

 

3. Преобразование 4-импульса  

 

При переходе от одной ИСО к другой, движущейся относительно первой со 

скоростью 
000

vv  z


, компоненты 4-импульса 
k

P  изменяются по формулам 

(1.20) преобразования Лоренца. Если использовать обозначения  
22 с/)vv(


 ; 22 с/)vv( 


 ; 22

0

2

0
с/)v( ,    

то их можно представить в виде  
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Из последнего выражения (9) следует, что справедливо соотношение  
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1/111
0

22

0

2  . 

Обратное преобразование получается из (9) заменой 
00

vv   и штрихован-

ных обозначений на нештрихованные.  

 Рассмотрим частицу в СО, в которой ее импульс 0p


 )v( 0


. Эту СО, в 

которой частица покоится )v( 0


, можно назвать собственной СО. Энергия по-

коя частицы 
0

W  в этой СО не равна нулю, поэтому 4-импульс имеет компонент  

    0
004

 )/( сWiсmiP  . 

В системе  К, движущейся относительно К со скоростью 
000

vv  z


, имеем  

2

0

00

2

0

00

1

v

1

)/(















mсWP
P z

z
;  

2

0

2

0

2

0

00

11
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сmPW
W z ;

yyxx
PPPP  0 .  (9) 

Из формул (9) видно, что появление импульса связано с переносом энергии. 

И наоборот, всякий перенос энергии вызывает появление импульса. В собствен-

ной СО частица покоилась и обладала минимальной энергией (энергией покоя). 

Энергия не перемещалась в пространстве, и импульс был равен нулю. В К частица 
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движется со скоростью  
00

vz


 . Это означает, что со скоростью 
00

vz


  "течет" 

энергия. С "течением" энергии связан и импульс 
z

P , который совпадает с реляти-

вистским импульсом частицы, движущейся со скоростью (
00

vz


 ) . Энергия  

0
WWW  , ибо энергия движущегося тела больше энергии покоя.  

 Итак, агенту, переносящему энергию, необходимо приписать импульс. С этим 

утверждением придется столкнуться и при рассмотрении электромагнитного поля. 

Эти результаты не могли быть получены из классической механики. Только от-

крытие энергии покоя позволило связать импульс с переносом энергии.  

 

Пункт 2. Ковариантная форма уравнения движения частицы в ИСО.  

 4-сила Минковского  

 

 В силу равноправия всех ИСО уравнения (законы) механики должны быть 

ковариантны по отношению к преобразованию Лоренца. Это значит, что второй 

закон Ньютона должен быть представлен в виде равенства двух 4-векторов, один из 

которых есть 4-вектор силы, а другой 4-вектор по размерности и по смыслу есть 

производная от 4-импульса по времени. Очевидно, что время должно быть инвари-

антной величиной, т.е. собственным временем объекта. Тогда ковариантная за-

пись уравнения движения имеет вид 

  FP
d

d 



.        (10) 

Она удовлетворяет требованию перехода к классической механике при c . 

Поскольку известны компоненты 4-импульса (7), а также  связь   и времени t , 

то левая часть уравнения (10) может быть представлена в виде  

  
td

Pd

d

td

td

Pd
P

d

d kk
k





21

1


.     (11) 

Уравнения движения релятивистской частицы (3.11) позволяют установить 

связь между компонентами силы и компонентами производной от импульса в 

трёхмерном пространстве 

   


ftdPd  .      (12) 

Сравнивая (10) – (12) друг с другом, найдем  

  21 


 fF        (13) 

связь трех компонентов 4-силы и компонентов вектора силы f


.  

 Умножим левую и правую части (10) на P


. Тогда получим соотношение  

     PFPP
d

d

d

Pd
P














 0

2

1


,  

из которого найдем  

 
2

v)v(
)(













 




11

1
2

3

1
4

4

f

с

if

с

i
PF

P
F



.   (14) 
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Т. о., из ковариантно записанного уравнения (10) получим выражение для 4-силы 

Минковского 

  
   







































2222 1
,

11

v
,

1 






 fif

с

fif
F .   (15) 

Преобразование силы происходит так же, как преобразование любого 4-

вектора. Перейдем в СО,  которая движется со скоростью 
000

vv z


  относительно 

неподвижной СО, и в соответствии с общими правилами преобразуем 4-вектор силы  

212221

11
,, ,

,,

,
FF

ff
FF

yx

yxyx

yx











;  

22

0

0

040323

111 




 









)(~sin~cos
ff

FF
f

FF zz
z



;   (16) 

     
22

0

0

030424

111 


 









vv~sin~cos
v


ff

с

i
FF

с

fi
F .  

 Предположим, что осуществляется преобразование в СО К , где частица по-

коится ( 0v  


). Поскольку скорость СО  К'  относительно СО  К  по условиям 

преобразования равна  
000

vv z


 , то и скорость частицы в К равна 
000

vv z


  

(т.е. 2

0

2   ). Подставляя 0  и 
0

   в (16), найдём  

  01
4

2

0
 Fffff

zzyxyx
,,/

,,
 .    (16') 

Скалярное произведение 

)(

)()(
)(

2

2

1 









 fff
FF      (17) 

есть инвариант преобразования Лоренца. Для доказательства этого утверждения 

следует воспользоваться формулами (16) и, вычислив скалярное произведение 

( FF 


),  убедиться в справедливости равенства  

 )()( FFFF


 .     (18) 

Используя формулы (15) и (16'), справедливость утверждения (18) легко проверить 

для СО, где частица покоится.  

В случае  


f  инвариант ( FF


 ) приобретает вид  

   )()( ffFF


 .      (17') 
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 § 5. Ковариантная форма уравнений электродинамики вакууме  

 

(*) Введение о физическом содержании и свойствах ТЕНЗОРА 

 

 При определении сути понятия ТЕНЗОР ключевую роль играют понятия 

пространства, в котором определены два векторных поля, и принципа соот-

ветствия, по которому в каждой точке пространства одному вектору ставится в 

соответствие второй вектор. Типичным примером могут служить однородное 

анизотропное пространство двухосного кристалла и два определённых в нём 

векторных поля D


 и E


, между которыми природой установлено взаимно од-

нозначное соответствие.  

 В системе координат, оси которой совпадают с кристаллографическими 

осями однородного двухосного кристалла, вектору электрического поля  

000
zCyBxAE


      (1*) 

соответствует вектор поля индукции  

030201
zCyBxAD


  .     (2*) 

Математически это соответствие можно записать с помощью матрицы-диады  

030201

0

0

0

3

2

1

0

0

0

000

00

00

00

zCyBxA

zC

yB

xA

z

y

x

D

zyx



























 ,    (3*) 

элементы которой имеют по два независимых орта, участвующих в скалярном 

произведении (называемом свёрткой) с вектором поля E


.  

 Произведём поворот системы координат на угол Ψ  вокруг оси  OX. Орты  

X 
X' 

Y 

Y' 

Z 

Z' 

  

3
x  

Z' 

3
x  

Z 

2
x  

Y 

2
x  

Y' 

P 
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новой (штрихованной) и старой систем координат (см. Рис.) связаны соотноше-

ниями 

 sincos
000

zyy


;  cossin
000

zyz


; 
00

xx 


.   (4*) 

Проекции вектора  

000000
zzdyydxxdrdzzdyydxxdrd 


  (5*) 

на оси старой и новой систем координат определяются по формулам 





3

1


xdaxd ,      (6*) 

в которых коэффициенты 


a  ортогонального преобразования координат обра-

зуют матрицу 





cossin0

sincos0

001


a  .     (7*) 

Векторы E


 и D


 в новой штрихованной системе координат будут иметь вид 

   
000

sincossincos zBCyCBxAE 


;     

   
02303201

sincossincos zBCyCBxAD 


   (8*) 

Соответствие D


 и E


 в штрихованной системе координат также можно попы-

таться записать с помощью матрицы-диады  

 

 

 



























0

0

0

0

0

0

000

sincos

sincos

zBC

yCB

xA

z

y

x

D

zyx

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx






















    (9*) 

   
02303201

sincossincos zBCyCBxA 


    

и получить систему уравнений для определения коэффициентов 


  в виде   

    sincossincos
1

BCCBAA
zxyxxx

 ;    

    sincossincossincos
32

BCCBACB
zyyyxy

 ; (10*) 

    sincossincossincos
23

BCCBABC
zzyzxz

 .   

В силу произвольности амплитуд CBA ,,  из уравнений (10*) будем иметь след-

ствия  

0
xzzxxyyx

  ;  
1
 

xx
;    

 sincoscos
2 zyyy

 ;      

 sincossin
3 yyzy

 ;    (11*) 

 sincossin
2 zzyz

 ;      

 sincoscos
3 yzzz

 ,      

которые следует дополнить известным условием  
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        (12*) 

для элементов симметричной матрицы. Разрешая (11*) относительно элементов 


   матрицы-диады (9), получим  

 2

3

2

222
sincos 

yy
;       

 2

2

2

333
sincos 

zz
;      (13*) 

   cossin
232332


yzzy

.     

Прямым расчётом легко проверить и убедиться, что элементы 


  , представлен-

ные выражениями (13*), можно получить по формулам 





3

1



,

aa ,     (14*) 

в которых использованы элементы матрицы преобразования координат (7*) и 

элементы тензора (3*). 

 При сопоставлении двух матриц-диад (3*) и (9*) естественно возникает во-

прос, а изменилось ли что-нибудь в результате перехода к новой системе коорди-

нат в физических свойствах того анизотропного пространства, в котором вектору 

поля E


 соответствует неколлинеарный ему вектор D


? Разумеется, ника-

ких физических изменений не произошло. Физическое содержание обеих диад, 

описывающих это соответствие, одинаково и заключено оно в анизотропии 

двухосного кристалла, которое отражают три ненулевых элемента 

  матрицы 

(3*). Именно в этих трёх разных величинах заключено основное свойство анизо-

тропной диэлектрической среды, состоящее в том, что фазовая скорость зависит 

от направления распространения электромагнитной волны по отношению к кри-

сталлографическим осям кристалла. Абсолютные значения фазовых скоростей 

вдоль кристаллографических осей (по трём особым направлениям) определены 

параметрами 
 . Величины 

  отражают основное физическое содержание 

матрицы-диады, которая называется тензором второго ранга в трёхмерном про-

странстве. Именно в этом смысле параметры 
  являются инвариантами тен-

зора диэлектрической проницаемости среды (двухосного кристалла). Из формул 

(13*) видно, что элементы 


   иной матрицы-диады (9*) выражаются именно 

через три инварианта 
 .  

Из общей теории приведения симметричных матриц к диагональному виду 

известно, что элементы 
  получающейся диагональной матрицы размером 33,  

являются корнями кубичного уравнения  

 

023 







cba

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx









,     (15*) 

называемого вековым. Поскольку корни 
  уравнения (15*) инварианты, то и 

коэффициенты cba ,,  векового уравнения, однозначно определяющие 
 , в 
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свою очередь, однозначно определяются через корни 

  и потому также могут 

рассматриваться как инварианты тензора диэлектрической проницаемости ̂ .  

 Из всего вышеизложенного можно сделать следующие выводы. 

1. Суть тензора второго ранга заключается в том, что он устанавливает в 

некотором пространстве взаимно однозначное соответствие между векторами, 

принадлежащими различным векторным полям.  

2. Скалярное произведение (свёртка) тензора и вектора одного векторного 

поля даёт вектор, принадлежащий второму векторному полю.  

3. При линейном ортогональном преобразовании координат типа (7*) ком-

поненты 


   тензора второго ранга в новой штрихованной системе координат 

связаны с компонентами 


  тензора в исходной системе координат соотноше-

ниями (14*), которые могут использоваться как главный отличительный при-

знак тензора, поскольку не изменяют суть и свойства тензора.  

4. Каждый тензор имеет определённоё количество инвариантов, которые, 

являясь коэффициентами (или корнями) векового уравнения, отражают его ос-

новное физическое содержание.  

5. Тензор второго ранга может быть определён в пространстве любой раз-

мерности, как и вектор (являющийся тензором первого ранга).  

6. Могут быть тензоры третьего и более старшего ранга.  

 

Пункт 1. Тензор электромагнитного поля 

 

 Ковариантность уравнений электродинамики при преобразованиях Лоренца 

была установлена Лоренцем и Пуанкаре еще до того, как Эйнштейн сформулиро-

вал СТО. Это свойство уравнений Максвелла было положено в основание курса.  

В этом параграфе и далее будем рассматривать уравнения Максвелла для 

полей E


 и B


,  т.е. дифференциальные уравнения первого порядка в частных 

производных относительно полей E


 и B


. В вакууме ( 1  ) эти уравнения 

электродинамики  имеют вид  

 ;
t

Ε

c
j

c
Βrot









14
 

t

Β

c
Εrot









1
;     (1) 

0Βdiv


 ;     4Εdiv


. 

Они были представлены в § 1 как уравнения (1.1). С помощью векторного A


 и 

скалярного   потенциалов, которые связаны с полями E


 и B


 соотношения-

ми  

  ArotB


  ; 
t

A

c
Ε










1

,     (2) 

уравнения (1) были преобразованы в дифференциальные уравнения в частных 

производных второго порядка относительно компонентов 4-вектора А


, в правых 

частях которых находятся источники в виде компонентов 4-вектора J


.  
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 В этом параграфе, используя определения (2) и определение 4-потенциала 

A


, введем новое образование и запишем уравнения (1) в новой канонической 

форме. С этой целью  выразим компоненты полей E


 и B


 через компоненты 4-

потенциала и мировые координаты. Выпишем явно, например, первые составля-

ющие полей E


 и B


:  

 
14

1

4

4

1

1
Fi

x

A
i

x

A
i

xtc

A
EE x

x

















,     

 
23

3

2

2

3

1
F

x

A

x

A

z

A

y

A
BB

yz

x

















 .      

Для остальных компонентов E


 и B


 можно получить аналогичные формулы. 

Т.о., все компоненты векторов E


, B


 можно выразить в виде комбинаций  

   

k

s

s

k
ks x

A

x

A
F








  .      (3) 

Составим матрицу из этих элементов  

0

0

0

0

ˆ

44342414

43332313

42322212

41312111

zyx

zxy

yxz

xyz

EiEiEi

EiBB

EiBB

EiBB

FFFF

FFFF

FFFF

FFFF

F






    (4) 

и найдем, как преобразуется каждое слагаемое  
skks

xAF   при ли-

нейном ортогональном преобразовании координат типа поворота осей.  

Пусть 
ks

a  являются элементами матрицы такого преобразования. Тогда в 

соответствии с (1.12) имеем соотношения  

s
s

sf
xdaxd

f 



4

1

,   
l

l
klk

AdaAd  


4

1

,   (1.12)′ 

используя которые, далее получим связь компонентов матрицы (4) в двух ИСО  

f

l

fl
sfkl

sf

l

fl
kll

s
klk

s
x

A
aa

x

x

x

A
aA

x
aA

x

f

l 










 

 

















 444

1 1,1,

.  (5) 

Т.о., при переходе из СО К в СО К комбинации
ks

F  преобразуются 

как компоненты тензора. Следовательно, матрица (4) есть антисимметрич-

ный 4-тензор второго ранга, который называется тензором электромагнитно-

го поля. Это некоторая новая физическая реальность.  

Обратный переход приведет к такому преобразованию элементов, которое 

состоит в замене штрихованных компонентов и координат на нештрихованные и 

в замене порядка индексов. 
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Пункт 2. Ковариантные формы уравнений Максвелла для полей B


 и E


 

 

Представим уравнения Максвелла для полей E


 и B


 в ковариантной фор-

ме, используя тензор электромагнитного поля.  

Вначале рассмотрим два неоднородных уравнения  

 j
ct

Ε

c
Βrot




 



 41
 ;  


ci

c
Εdivi

4



;  

и, переходя к отдельным проекциям типа 

 
x

xyz j
ct

E

cz

B

y

B 











 41
 , 

найдём, что они записываются в виде  

 
s

k

ks
J

cx

F

k





 44

1




;   J
c

FDiv
4

ˆ    (6) 

Слева стоит 4-вектор в виде 4-дивергенции от 4-тензора F̂ . Справа стоит 4-

вектор J


. Поэтому ковариантная форма (6) очевидна.  

 Далее рассмотрим два однородных уравнения  

 0
1


t

B

c
Erot







,  0Bdiv


.      

На примере одного уравнения 
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2
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1

23

3
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x
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B
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заметим, что они сводятся к четырем уравнениям  

 0

k

sl

s

kks

x

F

x

F

x

F
l

l











,      (7) 

где lks ,,  – произвольная тройка чисел из набора  1, 2, 3, 4.  

Каждый член в (7) преобразуется как производная от элемента 4-тензора 

второго ранга. Это значит, что уравнения (7) имеют нужную ковариантную фор-

му типа (6) и что их можно представить именно в такой форме. С этой целью 

можно образовать 4-тензор второго ранга  

    

0

0

0

0

,ˆ,ˆ

z
B

y
B

x
B

z
B

x
Ei

y
Ei

y
B

x
Ei

z
Ei

x
B

y
Ei

z
Ei

BEiFEiBF












,   (4+) 

дуальный по отношению к тензору электромагнитного  поля. В этом случае 

уравнения (7) можно записать в виде  

  0ˆ FDiv .       (7+) 
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Пункт 3. Закон преобразования полей  

 

 Поскольку поля E


 и B


 являются элементами тензора электромагнитного 

поля, их трансформационные свойства определяются преобразованием  

   



4

1lf
lflkfsks

FaaF
,

,      (8) 

где 
fs

a – элементы матрицы преобразования координат 
f

s
f

xdaxd
S

S 



4

1

. 

При переходе из системы К в систему К,  движущуюся в  Z направлении со 

скоростью vv
0

z


 , матрица преобразования координат 
fs

a  имеет вид  

 





i

i
a

fs





00

00

0010

0001

,      (9) 

где   21/1~cos   . Подставляя коэффициенты (9) в соотношения (8), 

получим 



4

12122112

1

11

Sf

SfSf zz
BFFFaaBF

,

и далее аналогичным  

образом найдём  

zz
BB  , 

zz
EE  , 

21

,,

, 






xyyx

yx

BE
E


,

21

,,

, 








xyyx

yx

EB
B . (10) 

 

 Умножим каждое из полей в (10) на свой орт и скомбинируем из них век-

торные поля  

z
EzE

0





, 

z
BzB

0





, 

yx
EyExE

00





, 

yx
ByBxB

00





.  

Тогда преобразования (10) с участием вектора 
0

z


  могут быть записаны в 

более компактном  виде  


 EE


, 


 BB


, 

 
21 






 



BE
E




, 
 

21 






 



EB
B




.(11) 

Обратные преобразования получаются взаимным обменом штрихованных и 

нештрихованных величин и изменением знака величины  .  

 Преобразования (11) показывают, что E


 и B


 не являются независимыми 

величинами. Поэтому чисто электрическое (или чисто магнитное) поле в одной 

СО представляется совокупностью электрического и магнитного полей в другой 

СО. Электрическое и магнитное поля полностью взаимосвязаны. Поэтому следует 

говорить как о физической реальности об электромагнитном поле 
ks

F , а не о 

полях E


 и B


 в отдельности.  
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2. Сила Лоренца как следствие преобразований полей  

 

 Рассмотрим элементарную частицу, имеющую заряд q  и движущуюся в 

электромагнитном поле E


, B


. Перейдем от СО, в которой частица имеет ско-

рость v


, к СО К', в которой она покоится. В этой СО на неё в соответствии с за-

коном Кулона действует сила только со стороны электрического поля  

    Eqf
q




.     (12) 

Если поле E


 по формулам (11) выразить через поля E


 и B


, которые имеются 

в системе К, то можно представить правую часть (12) в виде функции этих полей  

 
 

21 






 



BE
qEqEqEqEq




.     (13) 

Далее воспользуемся законом (4.16) преобразования силы при переходе от одной 

СО к другой и выразим компоненты силы 
q

f 


через компоненты 
q

f


  

21 
 



f
ffff

q




.      (14) 

Сопоставляя соответствующие компоненты правых частей (13) и (14)  


 EqEqff


,       

   BEqEqff





 22 11 ,   (15) 

можно получить выражение для силы f


 в системе отсчёта К как функции полей  

E


 и B


. Так получается известная сила Лоренца  

     BEqB
с

q
EqEqfff

q





v ,   (16) 

которая действует на заряженную движущуюся частицу в электрическом и маг-

нитном полях в СО К.  

 Постулировали силу (закон) Кулона. Получили силу Лоренца, что очень хо-

рошо!  

 

Пункт 4. Инварианты тензора электромагнитного поля 

 

 Из компонентов тензора электромагнитного поля можно составить ин-

вариантные величины, остающиеся неизменными при переходе от одной ИСО к 

другой. Для нахождения этих инвариантов получим вековое уравнение   

   0
ksks

F  .      (17) 

Корни векового уравнения в случае симметричного тензора представляют собой 

главные значения симметричного тензора, приведённого к диагональному виду. 

Для антисимметричного тензора операция приведения к диагональному виду не 
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имеет смысла. Однако описанным способом можно воспользоваться для нахож-

дения коэффициентов векового уравнения как инвариантов такого тензора. 

Раскроем определитель (17), выбрав ось z  (для простоты)  вдоль B  и ось 

y  так, чтобы поле E


 имело проекции только yE  и zE . Тогда из (4) и (17) 

получим вековое уравнение 

    0)()()( 224  EBEEBB


 .   (18) 

Коэффициентами векового уравнения и, следовательно, инвариантами тензора 

электромагнитного поля являются величины  

  
11

invCEEBB  )()(


;  

  
22

invCEB  )(


.      (19) 

Приведенный вывод показывает, что эти два инварианта являются единственны-

ми независимыми. Всякий другой инвариант может быть представлен как функ-

ция этих двух.  

 

Следствия формул (19) 

 

 1. Если в какой-нибудь СО BE


  (т.е. C2 =0) , то они перпендикулярны во 

всех ИСО.  

 2. Если в какой-нибудь СО абсолютные величины 
22

BE


 , то они рав-

ны в любой другой  СО.  

 3. Если в какой-нибудь СО  BE


 , то в любой иной СО это тоже спра-

ведливо.  

 4. Если в какой-нибудь СО векторы образуют острый угол 0 )( BE


, то 

они образуют такой же угол во всех СО.  

 5. Преобразованием Лоренца всегда можно достичь того, чтобы E


 и B


 

получили любые значения, удовлетворяющие (19). В частности, можно найти та-

кую СО, где BE


 . В этой СО EBEB  )(


, и из двух уравнений 

1

22 CEB   и 2

2

22 CEB   можно найти E


 и B


.  

 6. Если 0
21
 СС , то во всех СО  поля E


 и B


 равны по величине и 

перпендикулярны по направлению. 

 7. Если 0 )( EB


, то можно найти такую СО, где либо 0B


, либо 

0E


 (в зависимости от того, каков знак разности 
22 EB  ), т.е. поле чисто 

магнитное или чисто электрическое.  

8. Если в какой-либо СО поле 0E


 (или 0B


), то они во всякой другой  

СО будут взаимно перпендикулярными.  
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§ 6. Ковариантная запись силовых и энергетических соотношений  

в электродинамике 

 

Пункт 1. Четырехвектор плотности силы Лоренца 

 

 Будем считать, что движущийся относительно неподвижной СО К заряд q  

"размазан" в объеме 
q

V   в СО, где он покоится, с равномерной плотностью 

  




 





 

qqqq
Vqzyxq /

0
 .    (1) 

В неподвижной СО  К, мимо которой пролетает этот заряд, он занимает объём 

 22 11  
qqqqqqqq

VzyxzyxV .   (2) 

Следовательно, плотность заряда в СО К  

  
2

0

2 11 















qq V

q

V

q
      (3) 

в  211 /  раз больше, чем в системе отсчета К´, где он покоится.  

Считая, что заряд q  равномерно размазан в объеме с плотностью  , введем с 

помощью соотношения (5.16) плотность силы Лоренца 

    Bj
с

EB
с

EfVf
Lqq








 

1
v 


  .   (4) 

В (4) введено и использовано понятие плотности тока  










d

rd

td

rd
j




02020

1

1

1

v
v 





 ,      (5) 

являющейся пространственной частью 4-плотности тока  

 



d

Rd
J




0
 .       (5′) 

Используя обозначения (1.8) и (5.4), преобразуем первую составляющую плотности 

силы Лоренца к виду 

      
xzyyzyzzyxLx

EiсijBjB
с

BjBj
с

Ef 
11

   

  
414313212111

1
JFJFJFJF

с
 .     (6) 

Другие составляющие записываются аналогично, так что все три (пространственных) 

компонента плотности силы Лоренца (4) можно представить в виде  

    



4

1

ˆ11

q

JF
c

JF
с

f
qqL 


 ,     (7) 

где   = 1, 2, 3. Правые части (7) представляют собой пространственные части 4-

вектора. Следовательно, плотность сила Лоренца 
L

f


  должна быть простран-

ственной частью некоторого нового 4-вектора 
L

f


. 
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Закон преобразования компонентов 
L

f


 задан. Поэтому легко  найти  

        


 


LLq
q

qL
fif

с

i
E

с

i
jE

с

i
JF

с
f vv

1 4

1
44

   (8) 

и, таким образом, определить 4-вектор плотности силы Лоренца  как    

    JF
с

f
L


 ˆ1

 .      (9) 

В этой формуле тензор F̂  устанавливает соответствие в  4-пространстве 

между векторными полями  
L

f


 и J


.  

Скалярное произведение )( jE

 в формуле (8) есть работа, совершаемая полем 

над зарядами в единичном объеме в единицу времени, т.е. плотность мощности меха-

нических сил. Следовательно, в записанном в инвариантной форме выражении (9) 

пространственная часть 4-плотности силы Лоренца определяет скорость изме-

нения количества движения единицы объема, а временная часть – скорость изме-

нения механической энергии единицы объема. Иными словами, составляющие 4-

плотности силы Лоренца определяют пространственные и временные производные 

некоторой величины с размерностью плотности энергии.  

 

Пункт 2. Электромагнитный тензор энергии-импульса 

 

 Исключим из выражения (9) с помощью уравнений (5.6) составляющие 4-

плотности тока J


 и получим выражение для 4-плотности силы Лоренца в виде 

     TDivFDivFJF
с

f
L

ˆˆˆˆ 
4

11 
.    (10) 

Правая часть (10) представляется в виде 4-дивергенции симметричного 4-тензора вто-

рого ранга T̂ (см. Приложение к § 6), называемого электромагнитным тензором 

энергии-импульса. Компоненты этого тензора T̂  имеют вид  
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 Используя определения (5.4), компоненты электромагнитного тензора энер-

гии-импульса (11) можно явно выразить через поля и представить T̂  в виде 
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 ,   (11) 

где представлены компоненты симметричного тензора максвелловских натяжений  
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1
BEBBEET





,     (12) 
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компоненты вектора Пойнтинга 

   BE
c

S



4

      (13) 

и плотность энергии электромагнитного поля  

   22

8

1
BEw

me



        (14) 

 Одним из инвариантов электромагнитного тензора энергии-импульса явля-

ется сумма его диагональных элементов (след)  

  0
44332211

4

1




TTTTT
s

ss
 .     (15) 

 Как отмечалось выше, в СТО происходит объединение  величин, которые в 

трехмерных представлениях были независимыми. У свободной частицы энергия и им-

пульс объединились в один 4-вектор. Энергия и импульс электромагнитного поля 

также входят в одно единое образование 4-тензор второго ранга, в который, кроме 

энергии  (скаляра в трехмерном случае) и импульса (вектор в трехмерном случае), 

входит еще и трехмерный тензор натяжений Максвелла.  

 В формуле (10) тензор T


 устанавливает соответствие в  4-пространстве между 

векторными полями  
L

f


 и оператора дифференцирования.  

Законы сохранения импульса и энергии являются просто интегралами по трех-

мерному объему от правой и левой частей соотношения (10), определяющего связь 

компонент 4-плотности силы Лоренца и компонент тензора энергии-импульса.  

 

Пункт 3. Закон сохранения энергии  

 

 Рассмотрим вначале четвертую составляющую 4-плотности силы Лоренца и 

четвертую компоненту правой части выражения (10)  в виде 
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Образуем из этого соотношения дифференциальную форму теоремы Пойнтинга  

    0
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w
SdivjE

me




 .     (16) 

Интегрируя выражение (16) по объему и отмечая, что )( jE

  характеризует измене-

ние механической энергии заряженных частиц, получим  закон сохранения энергии в 

виде  
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,   (17) 

где  











 
V

dSVdSdiv


 и 
me

W  – полная электромагнитная энергия в 

объеме V . Если система замкнутая или при V ,   и 0






 




dS
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система заряженных частиц становится замкнутой, то энергия сохраняется: 

  constWW
mek
  .      (17) 

 

Пункт 4.  Закон сохранения импульса 

 

 Получим аналогичным образом выражение для закона сохранения импульса. 

Рассмотрим пространственную компоненту 4-плотности силы Лоренца  
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Каждую из пространственных компонент умножим на свой орт и, сложив, получим 

S
tc

Tdiv
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f







2

1ˆ  .     (18') 

Проинтегрируем (18') по объему V   

VdS
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TdivVdf
V V
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1ˆ     (18) 

и учтем, что  

 











 
V

dTVdTdiv ˆˆ .  

1) Плотность силы Лоренца 
L

f


 равна изменению плотности механического импульса 

 tdpdf
мexL

/


 , поэтому  Vdf
L


 можно заменить на  

мexмex
P

td

d
Vdp

td

d 
  .  

2) Введём величину  

][
4

11
2

BE
c

S
c

g





,       

которая имеет размерность плотности импульса и называется плотностью электро-

магнитного импульса, а также интегральную величину  


V

VdS
c

G
me


2

1
 ,         

называемую импульсом электромагнитного поля в объеме V 1).  Подставляя все в 

(18), получим закон сохранения импульса в виде  

                                                           
1) Вектор Пойтинга должен удовлетворять лишь уравнению (16), поэтому его определение в виде  

  BEсS


 4   не является однозначным. Однако оно не ведет ни к каким противоречиям и является 

наиболее плодотворным. Поскольку  



 xTf / , то тензор  T  определен неоднозначно. К его 

компонентам можно добавить A  такие, чтобы   0/ 



 xA . Однако эта неоднозначность устра-

няется в теории поля требованием, чтобы натяжения давали не только правильную равнодействующую силу, 

но  и правильный вращательный момент. Аналогичным образом можно решить вопрос с однозначностью в 4-
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.     (19) 

Если система замкнутая (или V ,  ), то 0






 




dT̂  и тогда имеет 

место закон сохранения полного импульса  

  


 constGP
meмex


 .       (19) 

Другая интерпретация закона (19) – в отсутствие натяжений импульс сохраняется.  

Приложение  
Приведем доказательство того, что при учете однородных уравнений Максвелла (5.7) выраже-

ние (9) можно представить в форме (10). Используя суммирование по повторяющемуся индексу,  

преобразуем левую часть (10) к виду 
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  . В силу полной анти-

симметричности матрицы {
sk

F } справедливо соотношение  
ksslskls

FFFF  , которое поз-

воляет представить второе слагаемое  как 
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. Далее заметим, 

что в последней сумме можно заменить индексы ls  . Тогда получим вначале 
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, а затем в силу полной антисимметрии матрицы {
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F } 

представим последнюю сумму в виде 
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. Теперь примем во 

внимание две последние суммы, приравняем их и получим  
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. Далее учтем 

уравнения Максвелла в форме 0
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 и тогда получим 
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. В результате име-

ем формулу (10) в виде  
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мерном случае. По   
  
M R P   необходимо найти  момент  M x P x Pik i k k i    и потребовать его одно-

значного определения с помощью тензора  Tik . 
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§7. Движение заряженных частиц в электромагнитном поле 

 

Пункт 1. Элементарные частицы в теории относительности 

 

Изучению взаимодействий элементарных частиц с электромагнитным  по-

лем предпошлем некоторые общие соображения, относящиеся к понятию “частицы” 

в релятивистской механике.  

На каждую заряженную частицу действует сила со стороны электромагнитного 

поля (на инертную частицу – сила гравитационного поля). Каждая заряженная ча-

стица создает вокруг себя  электромагнитное поле (инертная масса – гравитационное 

поле). На всякую другую частицу, находящуюся в поле первой частицы, действует 

сила (электромагнитная или гравитационная). Взаимодействие частиц друг с дру-

гом описывается (и описывалось) с помощью понятия силового поля. 

В классической механике поле являлось лишь способом описания физического 

явления взаимодействия частиц. Положение вещей существенным образом меняется 

в теории относительности из-за конечной скорости распространения поля. 

Силы, действующие на частицу в данный момент, определяются расположени-

ем частиц, создающих силовое поле, в предшествующее время. Изменение поло-

жения одной из частиц отражается на других частицах лишь спустя некоторый про-

межуток времени. Поле становится физической реальностью, через посредство ко-

торой осуществляется взаимодействие частиц. Нельзя говорить о непосредствен-

ном взаимодействии частиц, находящихся на расстоянии друг от друга. Взаимодей-

ствие может происходить в каждый момент между частицей и полем в соседней точ-

ке пространства (близкодействие). Можно говорить о взаимодействии частицы с 

полем и о последующем взаимодействии поля с другой частицей.  

 В классической механике можно использовать понятие абсолютно твердого 

тела, которое ни при каких условиях не может быть деформировано. Однако в не-

возможности его существования легко убедиться с помощью следующего рассужде-

ния, основанного на  теории относительности.  

 Пусть твердое тело внешним воздействием в какой-то одной его точке приво-

дится в движение. Если бы тело было абсолютно твердым, то все его точки должны 

начать двигаться одновременно с той, которая подверглась воздействию. (В против-

ном случае тело должно деформироваться). Теория относительности, однако, делает 

это невозможным, так как воздействие от данной точки передается к остальным с 

конечной скоростью, а потому все точки тела не могут одновременно начать движе-

ние. Поэтому понятие абсолютно твердого тела можно применить только к телу, 

размеры которого остаются неизменными в системе отсчета, где оно покоится. 

 Из сказанного выше вытекают определенные выводы, относящиеся к рассмот-

рению элементарных частиц. Очевидно, что в релятивистской механике частицам, 

которые мы рассматриваем как элементарные, нельзя приписывать конечных раз-

меров. Другими словами, в пределах строгой  специальной теории относительно-

сти элементарные частицы не должны иметь конечных размеров и, следователь-

но, должны рассматриваться как точечные. Поэтому вводится понятие элементар-

ной частицы как объекта, механическое состояние которого полностью описывает-

ся заданием трех координат и трех компонентов скорости его движения как целого. 
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Пункт 2. Действие для элементарной частицы в заданном  

электромагнитном поле  

 

 Действие для частицы, движущейся в заданном электромагнитном поле, скла-

дывается из действия (3.3) свободной частицы и из члена, описывающего взаимодей-

ствие частицы с полем:  

2

2

0 dd
sddcmsd   .                                               

Второй член действия должен содержать величины, характеризующие частицу 

и поле. Его вид определяется не только на основании общих соображений типа тре-

бования релятивистской инвариантности1), но и в  результате опытных данных. 

Свойства частицы в отношении ее взаимодействия с электромагнитным полем 

определяются только (одним параметром) зарядом частицы q , который может быть 

положительной или отрицательной величиной. Свойства же поля характеризуются 4-

потенциалом, компоненты которого являются функциями координат и времени. 

Эти величины должны входить в действие в виде члена (инвариантного по отноше-

нию к преобразованию Лоренца) 

      



b

a k
kk

b

a

b

a

xdA
c

q
RdA

c

q
sd

d

4

2

1


,                       

где функции 
k

A  берутся в точках мировой линии частицы. Множитель 1c  суще-

ствует из соображений размерности. Таким образом, действие для заряда в электро-

магнитном поле имеет вид  











b

a
d

RdA
c

q
dcms )(2

0


  tdqA

c

q
cm

b

a










  )v(1 22

0


.   (1) 

При переходе от первой части формулы (1) ко второй были использованы выражения 

(1.8)А для 4-потенциала A


 и координаты (1.4) для 4-вектора R


, а также скорость 

частицы v


. Подынтегральное выражение есть не что иное, как функция Лагранжа 

для заряда в электромагнитном поле  

     qA
c

q
cmL

q
 v1 22

0


 .     (2) 

Это выражение отличается от функции Лагранжа (3.5) для свободной частицы двумя 

последними членами, которые описывают взаимодействие заряда с полем.  

 Обобщенный импульс частицы находим по определению в виде  

 A
c

q
pA

c

qm
LP

qq
















2

0

1

v
v/


     (3) 

и замечаем, что его часть p


 является обычным импульсом материальной частицы, 

который мы будем называть просто импульсом. Из функции Лагранжа по известной 

формуле (3.7) получаем также энергию заряженной частицы в э.-м. поле в виде  

                                                           

1) Требования релятивистской инвариантности допускают наличие в  (1) члена вида  dF , где 

F  – скалярная функция. Поскольку речь идет о классической (не квантовой) теории, то не 

расматриются эффекты, связанные со спином частицы.  

83 1



Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

   


qWq
cm

W
q





2

2

0

1
.      (4) 

Функция Гамильтона в общепринятом представлении должна быть выражена не че-

рез скорость, а через обобщенный импульс частицы. Используя (3) и (4), по аналогии 

с (3.6) – (3.9) находим функцию Гамильтона в виде  

   tPrHqA
c

q
PccmW

qqq
,,











 

2

242

0
.    (5)  

 Для малых скоростей ( 12  ) функция Лагранжа (2) переходит в  

  qA
c

qm
L

q
 v

2

v2

0


.      (2) 

В этом приближении импульс частицы имеет вид  

v
0


mA

c

q
Pp

q
 ,     (3) 

а выражение для функции Гамильтона –   

  qA
c

q
P

m
W

qq











2

0
2

1 
.      (5) 

 

Пункт 3. Уравнения движения заряда в заданном поле 

  

 Заряд не только подвергается воздействию со стороны поля, но, в свою оче-

редь, сам влияет на поле, изменяя его. Однако его влиянием на поле во многих слу-

чаях можно пренебречь. В этом приближении, рассматривая движение в заданном 

поле, можно считать, что само поле не зависит ни от координат, ни от скорости заря-

да. Точные условия, которым должен удовлетворять такой заряд, можно установить. 

Ниже мы будем считать эти условия выполненными.  

 1) Уравнения движения заряда в заданном электромагнитном поле, как и вся-

кие уравнения Лагранжа, получаются варьированием действия и имеют вид  

 
qqq

LLL
td

d












 rv


 ,     (6) 

где 
q

L  определяется формулой (2) и где 




 v




q
L  есть обобщенный импульс 

частицы (3). Правая часть (6) определяется из (2) как  

     gradqAgrad
c

q
LrL

qq






 v


  

и преобразуется по известной формуле векторного анализа  

          vvvvv


rotAArotAAAgrad   

для двух произвольных векторов A


 и v


 (с учётом tconsv


 ) к виду  

    gradqArot
c

q
A

c

q
L

q



vv .  

 Подставляя это выражение в (6), получим уравнения Лагранжа в виде  
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gradqArot
c

q
A

c

q
A

c

q
p

td

d
 ]v[)v()(


.  

Подставляя в последнее уравнение полную производную по t  от векторного потен-

циала  

     A
t

A

td

Ad 


 v



,      

получим уравнение движения частицы в электромагнитном  поле 

  Arot
c

q
gradq

t

A

c

q

td

pd 


 v



.     (7) 

В левой части (7) стоит производная от импульса частицы по времени. Следователь-

но, выражение в правой части (7) есть сила, действующая на заряд в электромагнит-

ном поле. Используя представления электрического и магнитного полей (5.2), преоб-

разуем уравнение (7) к виду  

     B
c

q
Eq

td

pd 
 v  .     (8) 

Стоящее справа выражение нам хорошо знакомо. Первая часть силы (8) не зависит 

от скорости заряда и ориентирована по направлению электрического поля E


. Вто-

рая часть силы (8) пропорциональна скорости заряда и направлена перпендикулярно 

скорости и магнитному полю B


. Это – сила Лоренца, которую мы получили в §5 из 

закона Кулона. Два разных пути привели к одному и тому же результату. Но в одном  

случае приходилось постулировать действие (или A


), в другом – силу Кулона.  

 Для скоростей, малых по сравнению со скоростью света, импульс p


прибли-

женно равен своему классическому выражению. Уравнение движения (8) переходит 

в этом случае в уравнение  

   B
c

q
Eq

td

d
m


 v

v
0

.      (8) 

 2) Выведем еще уравнение, определяющее изменение кинетической энергии 

частицы со временем. Поскольку кинетическая энергия T
k

W   и энергия покоя 

2

0
сm  совместно образуют энергию свободной движущейся частицы, то  
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При выводе уравнения (9′) использованы такие соотношения:   

  )( pdtd
td

pd
rdfTd














 vv  или 










td
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Td



v .   (9″) 

Подставляя в правую часть уравнения (9′) выражение  tdpd


 из (8) и за-

мечая, что    0 vv


B , получим окончательный вариант уравнения изменения 

кинетической (механической) энергии заряженной частицы во внешнем поле  

   vv
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 Eqf
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d
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.   (9) 
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 Изменение кинетической энергии со временем есть работа, произведенная 

полем над частицей в единицу времени. Из (9) видно, что эта работа равна произве-

дению скорости заряда на силу, с которой действует на него электрическое поле. Ра-

бота поля при перемещении заряда на расстояние rd


 за время td  равна, очевид-

но, ( rdEq


 ). Подчеркнем, что работу над зарядом производит только электриче-

ское поле. Магнитное поле не производит работы над движущимся зарядом и не 

изменяет его кинетическую энергию, поскольку сила, с которой магнитное поле 

действует на частицу, всегда перпендикулярна к ее скорости2).  

 

Пункт 4. Движение заряда в постоянном однородном электрическом поле  

 

 Рассмотрим движение заряда q  в однородном постоянном электрическом по-

ле E


0
zE


 , направленном вдоль оси ОZ. Из (8) следует, что движение будет про-

исходить в одной плоскости, в качестве которой выберем плоскость ХОZ. Тогда 

уравнения движения (8) примут вид  

     0,  tdpdEqtdpd
xz

.   (10′)  

Проинтегрируем эти уравнения, используя в качестве начальных условий (при 

0t ) значения  

  00
0
 zz ;    00

0
 xx ;   00 

z
p ;  

0
0 pp

x
 .   (10′′) 

В результате интегрирования получим  

0
pptEqp

xz
 , .  

000
xpztEqp


    (10) 

 Кинетическая энергия частицы вместе с энергией покоя согласно (3.9) равна 
2242

0
pсcmW  . Подставляя в эту часть функции Гамильтона импульс дви-

жущейся частицы (10), находим в нашем случае  

   22

0

22

0

242

0
tEqcWtEqcpccmW  ,   (11) 

где 
0

W  – энергия частицы в начальный момент времени 0t .  

 Согласно (3.6) и  (3.7) скорость частицы выражается формулой  

Wcp 
v ;  

c

W
p

v



 .     (12) 

Для изменения координаты частицы по направлению поля имеем уравнение 

                                                           
2) Уравнения механики инвариантны по отношению к перемене знака  времени. Согласно уравнени-

ям при изменении знака времени возможно обратное движение частиц, при котором система про-

ходит все состояния в обратном порядке. Оба направления течения времени равноправны (эквива-

лентны), уравнения механики инвариантны по отношению к замене будущего прошедшим.  

Аналогичная инвариантность согласно (8) имеет место и при движении заряженных частиц в 

электромагнитном поле. При этом, однако, вместе с заменой t  на t  надо изменить знак маг-

нитного поля. Если произвести замены BBEEtt


 ,, , то уравнения дви-

жения (8) не меняются. При этом согласно (5.2) скалярный потенциал не меняется, а векторный 

меняет знак: AA


 , . Таким образом, если в электромагнитном поле осуществляется 

какое-то движение, то возможно и обратное движение в поле с обратным направлением B


.  
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 22
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2
2

tEqcW

tEqc
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td

zd z


 ,      (12)z 

а для изменения координаты по направлению оси x  получим уравнение в виде  

  
 22
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2
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2

tEqcW

cp

W

cp

td

xd x


 .      (12)x 

Интегрируя уравнение (12)z  с учётом начального условия (10''), находим вы-

ражение для координаты частицы по направлению оси z  в виде функции времени  

  22

0

1
tEqcW

Eq
z   .      (13)z  

В результате интегрирования уравнения (12)x  найдем проекцию положения частицы 

на ось x-ов в виде функции времени  
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Выражая из (13)x  время t  как явную функцию  











cp

Eqx
sh

W

tEqc

00

     (13')x 

координаты x  и подставляя (13')x в (13)z , получим уравнение  

 
cp

xEq
ch

Eq

W
z

0

0       (14) 

траектории заряженной частицы в плоскости XOZ, которая называется цепной лини-

ей. Таким образом, с учётом релятивистских поправок заряженная элементарная ча-

стица движется в однородном электрическом поле по цепной линии.  

 Если скорость частицы cv  , то (14) можно разложить в ряд по степеням 

  и получить с точностью до членов высшего порядка малости уравнение траекто-

рии в виде параболы  

  constx
m

Eq
z  2

2

00
v2

.      (14')  

Именно такое уравнение траектории движения заряженной частицы в однородном 

поле было бы получено с помощью уравнений классической механики. 

 

Пункт 5. Движение заряда в постоянном однородном магнитном поле  

 

 Рассмотрим движение заряда q  в однородном статическом магнитном поле 

B


. Выберем ось z  по направлению магнитного поля. Используя согласно (3.10) в 

качестве импульса выражение (12) и принимая во внимание, что энергия частицы 

W  в соответствии с (9) в магнитном поле постоянна, представим векторное уравне-

ние движения в виде  

87 1



Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

  B
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.      (15) 

Проектируя векторное уравнение (15) на оси координат, получим три скалярных 

уравнения  

  
yBx

vv  ; 
xBy

vv  ;    0
z

v  ,   (16) 

где использовано обозначение  

    WBcq
B
 .       (17) 

Умножим второе из уравнений (16) на i  и, сложив с первым, получим уравнение  

    iiitddtdid
BByx

expvv~v~vv














  ,   (16') 

в котором введены скорость частицы 


v  в плоскости ХОY  и параметр  .  

 Интегрируя (16'), находим  

           
000000
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где параметры  

    0v0vv 22
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 0v0v

0 xy
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определяются начальными условиями для компонентов скорости.  

Отделяя в (18′) действительную и мнимую части и сопоставляя их с (16′), нахо-

дим проекции скорости заряженной частицы на оси координат 

  
00

cosvv  


t
Bx

,   
00

sinvv  


t
By

,   (18) 

и векторную величину поперечного компонента 


v


 скорости заряженной частицы 

       


 pWсtiyix
B

 2

0000
expRevv  .   (18) 

Из (18) видно, что частица вращается с частотой 
B

  в плоскости, перпендикулярной 

к полю B


. (Если скорость частицы мала и можно положить 
2

0
cmW  , то 

B
  

превращается в так называемую гирочастоту  cmBq
B 
 ). Частица вра-

щается против часовой стрелки, если смотреть в направлении поля B


, имея 

постоянную скорость 


 vv
0

 в плоскости ХОY .  

 Интегрируя (18), находим координаты частицы в виде  

  
000

  trxx
B

sin  ,  
000

  tryy
B

cos  ,   (19) 

где использованы обозначения радиуса вращения частицы в плоскости  ХОY  

     BqpcBcqWr
B 

 vv
0

     (20) 

вокруг оси OZ, проходящей через точку с координатами 
00

yx , , и проекции им-

пульса 


 pp
0

 на плоскость  ХОY.  

Из третьего уравнения (16) находим компонент скорости вдоль магнитного по-

ля и координату частицы на оси OZ:  

 


 vv
z

; tzz


 v
0

.    (21) 

Из (19) и (21) видно, что заряд движется в однородном магнитном поле по винтовой 

линии с осью вдоль магнитного поля и с радиусом 
0

r , определяемым по формуле 

(20). Скорость частицы при этом постоянна по величине. В частном случае, когда 

88 1



Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

заряд не имеет скорости вдоль поля ( 0


v ), он движется по окружности в плоско-

сти, перпендикулярной к полю.  

 

Пункт 6. Адиабатические инварианты. Дрейф заряженных частиц  

в неоднородном магнитном поле  

 

 1) Пусть магнитное поле B


, сохраняя направление и оставаясь однородным, 

медленно изменяется во времени по величине. Выясним, как изменяется при этом 

движение заряженной частицы. Известно, что при медленном изменении условий 

движения остаются постоянными интегралы  


dp , взятые по периоду измене-

ния циклической координаты  , называемые адиабатическими инвариантами. 

В нашем случае все координаты являются циклическим, ибо гамильтониан частицы 

не зависит от координат. Однако только угол 
0

  t
B

 в цилиндрической си-

стеме координат является той циклической координатой, по которой движение пе-

риодично. Поэтому адиабатическим инвариантом является интеграл  

     




 








2

0

0

22

1

2

1
dP

r
ldPldPI q

l

q

l
q


    (22) 

от обобщенного импульса 
q

P


 по контуру l


, который является проекцией на про-

извольную плоскость constz   винтовой траектории частицы.  

Подставляя  


 AcqpPq


 в выражение для инварианта I , получим  

        


llll

ldA
c

q
ldpldA

c

q
ldpI



 22

1

22

1
,   (23) 

поскольку в этом случае интеграл берется по окружности радиуса 
0

r  в направлении, 

перпендикулярном B


. Выберем направление движения ld


 по контуру интегриро-

вания l  так, чтобы оно совпадало с направлением вращения заряженной частицы. 

Тогда линейный элемент ld


 будет направлен против вращения часовой стрелки, 

если смотреть в направлении поля B


. Применим ко второму члену (23) теорему 

Стокса и, производя замену BArot


 , преобразуем его к виду  

     


dnBldA

l

)(


 .     

В этой формуле единичный вектор 
0

zn


   направлен навстречу вектору B


. Сле-

довательно, второй член в (23) вычитается из первого, так что выражение для адиа-

батического инварианта I  приобретает вид  

     2

00
2 rBcqprI 


 ,        

в котором 
0

r  – радиус орбиты. Подставляя в это равенство выражение (20), находим 

два окончательных выражения для адиабатического инварианта  

   
c

rBq

Bq

pc
I

22

2

0

2

  .       (24) 
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Величина 2

0
rB  представляет собой поток магнитного поля сквозь орбиту 

частицы. Из (24) видно, что при медленном изменении B


 во времени тангенциаль-

ный компонент импульса p


 меняется пропорционально B .  

 2) Этот результат можно применить приближенно и к другому случаю, когда 

частица движется в постоянном, но не вполне однородном поле (мало изменяющем-

ся на расстояниях, сравнимых с радиусом орбиты частицы). При движении в таком 

квазиоднородном поле круговая орбита с течением времени смещается, и по отно-

шению к ней поле B


 как бы меняется со временем, оставаясь однородным.  При 

этом поперечный (по отношению к направлению поля B


) компонент импульса ме-

няется по закону BCp 


, где С  – постоянная, а B  – заданная функция коор-

динат. Так как при движении в статическом магнитном поле энергия частицы и 

квадрат ее импульса 2p  остаются постоянными, то для продольного компонента 

импульса имеем  

   zyxBCpppp ,,


2222
.      (25) 

Из условия 02 


p  видно, что проникновение частицы в некоторые участки про-

странства, в которых 2pBC  , оказывается невозможным.  

 Рассмотрим простой случай, 

когда статическое магнитное поле 

B


 направлено в основном вдоль оси 

z  и медленно растёт вдоль этого 

направления. На Рис. 7.1 показано 

поведение силовых линий такого по-

ля. Наряду с основной составляющей, 

направленной вдоль оси z , поле 

имеет малую радиальную составля-

ющую, обусловленную искривлением силовых линий.  

Ограничимся для простоты случаем аксиальной симметрии. Предположим, что 

частица вращается вокруг оси z  с поперечной скоростью 


 vv
0

 по окружности 

малого радиуса и имеет в плоскости 0z , где напряженность продольного поля 

есть 
0

B , скорость 
0

v , параллельную B


. Полная скорость частицы  в любой точ-

ке вдоль оси z  остается неизменной 

 
2

0

2

0

2

0

22
vvvvv


  ,      (26) 

где 
2

0

2

0

2

0 
 vvv  – квадрат скорости в плоскости 0z . Используя инвариант-

ность потока, мы можем  согласно (24) записать  

      
0

2

0

2

BB

 
vv

 , 

где B – напряженность магнитного поля на оси системы. Отсюда следует, что про-

дольная скорость частицы в каждой плоскости constz   дается выражением  

x 

z 

B 

Рис. 7.1 
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0

2

0

2

0

2

B

zB


 vvv .      (27)  

При достаточно большом поле  zB  правая часть (27) обратится в нуль в не-

которой плоскости 
cr

zz  . Это означает, что при движении вдоль поля частица 

будет вращаться по спирали со всё более уменьшающимся расстоянием между вит-

ками, а энергия ее продольного движения будет переходить в энергию вращения, по-

ка продольная скорость не обратится в нуль. Тогда частица повернет обратно и, про-

должая вращаться в том же направлении, начнет двигаться в отрицательном направ-

лении оси z .  

 Такое отражение частицы от области сильного магнитного поля, вытекающее 

из условия адиабатической инвариантности величины ( Bp /2


), играет большую 

роль при рассмотрении движения частиц в любых пространственно неоднородных 

магнитных полях. Описанный выше простой пример иллюстрирует  принцип "маг-

нитных зеркал": заряженные частицы отражаются от областей сильного магнитного 

поля. "Магнитные зеркала" могут быть применены также для удержания горячей 

плазмы в термоядерных реакторах. 

Магнитную ловушку можно создать с помощью продольного магнитного поля, 

образуемого соленоидом с добавочными катушками на обоих его концах, которые 

служат для усиления магнитного поля на краях. Частицы, создаваемые или инжекти-

руемые в центральной области, будут вращаться вокруг силовых линий магнитного 

поля и отражаться от магнитных зеркал, расположенных на обоих концах установки. 

Через торцы смогут уйти только частицы, имеющие очень большую составляющую 

скорости, параллельную оси.  

 Другой областью применения изложенных выше принципов и, в частности, 

понятия адиабатического инварианта являются движения заряженных частиц в ди-

польном магнитном поле Земли, магнитных полях Солнца и других звезд.  

3) Для частицы, движущейся в области, где напряженность поля медленно из-

меняется как в пространстве, так и во времени, адиабатическая инвариантность I  

означает, что магнитный поток, пронизывающий орбиту частицы, остается постоян-

ным. При возрастании B  радиус орбиты r  уменьшается таким образом, что вели-

чина 
2rB  сохраняется. Условие постоянства магнитного потока можно различ-

ными способами выразить через радиус орбиты частицы, ее поперечный импульс и 

магнитный момент. Приведем эти адиабатические инварианты: 

22

2

2

2

2

0

22

3

2

2

2

1

11122
I;I;I




















 




B

B

c

rΙ

B

B

c

rq

B

B

cm

rBq

B

p
rB B . (28) 

Здесь  
0

2 2/ zcrq
B


   – магнитный момент кругового тока   2

B
qI  , со-

здаваемого движущейся по орбите частицей, 
0

z


 – орт по направлению B


.  

В статическом магнитном поле скорость частицы постоянна, и ее полная энер-

гия не меняется. В этом случае магнитный момент 


 является адиабатическим ин-

вариантом. В изменяющихся во времени полях, а также при наличии статического 

электрического поля 


 является адиабатическим инвариантом только в нереляти-

вистском приближении.  
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§8. Поля, создаваемые движущимися зарядами  

 

Пункт 1. Поле равномерно движущегося электрона 

 

 На Рис. 8.1. схематично изображено движение электрона со скоростью 

vv
0

z


  вдоль оси z . Будем измерять поле, которое создает этот электрон в мо-

мент времени t  в некоторой точке пространства P . Электрон в момент времени 

t  находится в точке 
e

O , координаты которой  
eee

zyx ,, . Т.о., имеется два од-

новременных события: измерение по-

ложения электрона в пространстве 
1

S  

и измерение величины поля 
2

S . Собы-

тие 
2

S , заключающееся в измерении 

поля в точке P , будет иметь коорди-

наты  ttzyx 
2

,,,
PPP

. Координатами 

события 
1

S  будут координаты 

 ttzyx
eee


1

,,, .  

 В СО К', которая движется вместе 

с электроном, точка P , где измеряется 

поле, имеет координаты 
p

xx 
2

,
p

yy 
2

, 
p

zz 
2

. Измеряется поле в точке P  

в момент  
2

t . Событие 
1

S   в  К' имеет координаты 
e

xx 
1

, 
e

yy 
1

, 
e

zz 
1

, 
1

t  . Их 

без уменьшения общности можно считать равными нулю ( 0
1
 tzyx

eee
).  

 Проекции интервала между этими событиями связаны преобразованиями Ло-

ренца (1.21) и в данном случае имеют вид  

   )/(/)v(
2

21

2

212121
11   ztzzz

p
;  

epp
xxxxx 

2121
 ;       (*1.21) 

 
epp

yyyyy 
2121

 ; 

     2

21

2

21

2

21212
11/v   czzcttt .  

Способ 1. Так как в системе  К'  электрон покоится, то поле в точке  
PPP

zyx  ,,   

имеет электростатический характер и одинаково во все моменты времени. Это про-

сто поле точечного заряда  

     
ppp

rrereE 


3
)( .    (1) 

Расстояние r  от электрона до точки P  в собственной СО  К' можно выразить 

через координаты неподвижной системы отсчёта 

         szyxrzyxr
pppp

 22

21

2

21

2

21

222 1 ΔΔΔ .   (2) 

Расстояние sr
p
  больше расстояния  

       szyxr
pe


2

21

2

21

2

21
 ,   (2') 

K' 
v


z 

z' 

x 

Oe 

P 

xe 

ze zP Рис. 8.1. 
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от электрона  
eeee

zyxO ,,  до точки 






ppp
zyxP ,,  в неподвижной СО. В СО 

К′, связанной с электроном, связанная с нашей доской СО К  движется со скоро-

стью vv
0

z


 . Поэтому в ней из-за способа измерения движущихся объектов 

происходит Лоренцево сокращение длины  

    22

2121
11  

p
zzz ,    (*) 

имеющей смысл проекции интервала между двумя одновремёнными событиями. 

 Перейдем в СО  К и преобразуем поля по формулам (5.11). Заменим в них 


 

на 


  и, поменяв местами штрихи, получим  

03
zz

r

e
EE

p
p










)(

;  
 

23

00

2 11  
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p

pp

r

yyxxeE
E




;  

0


BB


;   
23

00

2 1)(1
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p

pp

r

xyyxe
E

B




. (3') 

Эти формулы имеют промежуточный характер, ибо в них поля в неподвижной СО 

выражены через координаты системы  К'. Поэтому целесообразно перейти в (3') от 

штрихованных координат к нештрихованным. При таком переходе 
p

r  следует 

заменить на s  согласно  (2). Учитывая (2) и преобразование координат отрезка 

(*1.21), найдём поля равномерно движущегося электрона в виде формул  

0
23

21

1
z

e
E

s

z 







 ;   

21021023 1
yyxx

s

e
E 











;   

0


B


;   
21021023 1

xyyx
s

e
B 













.   (3) 

 Выводы. 

 1. Неподвижный наблюдатель в отличие от наблюдателя в движущейся СО 

устанавливает наряду с полем E


 наличие магнитного поля B


. Согласно (3) си-

ловые линии B


 представляют собой описанные вокруг направления движения 

электрона окружности  (Рис. 8.2). Формула для 


B


 может быть сопоставлена с 

x 

y 

z 

v


0
zej


v  


B


 


 BB



x 

y 

z 

e 

Рис. 8.2. 
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формулой для магнитного поля, которое получилось бы в этом случае по закону 

Био-Савара для тока v





eldIVdj . Легко обнаружить, что они будут от-

личаться лишь релятивистскими поправками второго порядка по  , ибо  

     
Vd

R

Rj

cR

yxxye

Rc

Rze
HdBd

33

021021

3

0 1











 v
,  

где   
ep

rRR 


, 
0

zeeVdj

 vv .  

 2. Силовые линии электрического поля в неподвижной СО представляют со-

бой прямые линии, выходящие из 

точки расположения электрона 

(Рис. 8.З).  Однако они не распре-

делены с равномерной плотностью 

по всем направлениям, как это име-

ет место в связанной с электроном 

СО, а концентрируются, в основ-

ном, в меридиональной плоскости 

0
21
 z . Поскольку при 1  

согласно (2) величина s , то, 

следовательно, 0E , если толь-

ко не выполнено условие 0
21
 z . Т. о., в предельном случае электрическое поле 

полностью сосредоточено в плоскости 
e

zz   (т.е. сжимается в диск).  

 Отметим, что в СТО задача определения поля при равномерном движе-

нии заряда сводится к проведению чисто алгебраических преобразований 

компонентов тензора, в то время как в прежней электродинамике она требо-

вала обязательного выполнения интегрирований.  

 Способ 2. Задача определения поля равномерно движущегося  заряда в СТО 

может быть сведена к задаче преобразования 4-вектора A


 с последующим диффе-

ренцированием. Рассмотрим этот второй способ расчета полей B


 и E


.  

 Введем в штрихованной  СО  К'  4-потенциал неподвижного электрона  

    reiA  ,0,0,0


      (4') 

и перейдём одновременно к координатам 
212121

zyx  ,,  и s . По 4-потенциалу 

(4´) определим вектор-потенциал этого распределения источников 

 






















244243
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00









s

ei
AA

s

e
AAA ~cos,~sin,,


  (4) 

в СО  К, которая движется относительно электрона со скоростью 
0

z

 v . Далее по 

формулам (5.3) определим компоненты полей B


 и E


 как компоненты тензора 

электромагнитного поля F


 и заметим, что они зависят от координат исключи-

тельно через посредство функции s .  

 Чтобы корректно вычислить все производные от компонентов 4-потенциала 

по координатам и по времени, необходимо рассмотреть небольшое изменение s , 

z 

ze e 

E


 


r  

Рис.8.3
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обусловленное малым смещением в мировом пространстве события, обозначающе-

го измерение поля. Наряду с событием  tzyxS
ppp

,,,
2

 необходимо рассмот-

реть еще одно событие 




  tdtzdzydyxdxS

ppp
,,,ˆ

2
, состоящее в изме-

рении компонентов 4-потенциала A


 в соседний момент времени tdtt ˆ  в 

близлежащей точке 




  zdzydyxdxP

ppp
,,ˆ . Разумеется, при этом необ-

ходимо также рассмотреть событие  tdtttdzyxS
eee

 ˆ,,,ˆ v
1

, состоящее в 

измерении в момент времени tdtt ˆ  положения электрона в пространства. Да-

лее по определению (2) следует ввести модуль вектора     

         
 

s
dtdzz

dyydxxzyxr ˆ
1
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и вычислить производные 
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 ,  

применяя при дифференцировании следующие обозначения:  dxxx 
21

ˆ , 

 dyyy 
21

ˆ ,  dzzz 
21

ˆ . Воспользовавшись обозначениями (5.3), получим 

совпадающие с (3) выражения  

0
2

1

1
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Пункт 2. Неравномерное движение электрона.  

Потенциалы Льенара - Вихерта  
 

 Электрон – элементарная частица. Его поле всегда исследуется на расстоя-

ниях, много больших его размеров. Но у неравномерно движущегося электрона 

все его части движутся с разными скоростями. Поэтому к доказательству его 

«элементарности» необходимо вернуться ещё раз.  

Поле неравномерно движущегося электрона может быть получено как ре-

зультат решения четырех неоднородных волновых уравнений (1.1) в однородной 

безграничной среде (вакууме) для произвольного распределения плотности тока и 

плотности заряда. Их решение известно в форме запаздывающих потенциалов: 

      ddd
c

R
t,,,

R
t,rt,r

V

 












  ,   (5) 

     ddd
c

R
t,,,j

R
t,rAt,rA

V

 











 
,  

где 


  и 


A


 – решения однородного волнового уравнения, r


– координаты 

точки наблюдения P , t – момент времени, в который исследуется поле, 

  ,,  – координаты точки источников Q  и  

      
2222

QP rrzyxR


       (6) 

– расстояние от точки источника   ,,Q  до точки наблюдения  zyxP ,, . 

Потенциалы 


  и 


A


 надо отождествить с внешним полем, которое действует 

на систему в отсутствие источников (  , j


) и удовлетворяет граничным услови-

ям задачи. Для простоты мы будем считать 0


A


 и 0


 , ибо нас интересу-

ет поле излучения свободного электрона.  

Введем обозначение  

 cRtT  ,  (7) 

запаздывающего момента време-

ни, в который берутся значения 

тока и заряда в выражениях под 

интегралами (5). В формуле (7) 

за  cR  обозначено время, за 

которое электромагнитное излу-

чение (свет)  проходит расстоя-

ние от Q  до P . Следователь-

но, в точку P  в момент времени 

t  приходит поле, которое в мо-

мент  времени T  было создано 

в точке источника Q (световой точке).  

 Чтобы рассчитать потенциалы движущегося заряда по формулам (5), необ-

ходимо рассмотреть заряд e  конечного размера и затем устремить его размеры к 

x 

y 

z 

 
ppp

zyxP ,,  

R 

Q( ξ, η, ζ) 

y 

v


Oe 

Рис.8.4. 
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нулю. Поскольку разным точкам области интегрирования соответствуют различ-

ные моменты времени T , то бездоказательно заменить интеграл от    вели-

чиной e  нельзя. Такую замену (интегрирование) можно осуществить в си-

стеме координат, где частица покоится. Но чтобы воспользоваться такой возмож-

ностью, нужна уверенность в том, что при неравномерном движении заряда каж-

дая точка электрона вносит единственный вклад в поле в точке наблюдения P, т.е. 

является единственной световой точкой. 

Покажем с помощью рис. 8.5, что при произвольном движении электрона в 

виде распределённого в пространстве с 

плотностью    заряда каждая малая 

часть электрона даст единственный вклад в 

поле в точке  zyxP ,,  в момент време-

ни tt
P
  (будет единственной световой 

точкой в интеграле (5)). Выберем точку 

наблюдения 






ppp
zyxP ,,  в момент 

времени 
p

t  в качестве начала отсчета 

четырехмерной СК и построим световой 

конус с осью вдоль оси времени. Поверх-

ность полости этого конуса, охватываю-

щая область "абсолютного прошедшего" 

по отношению к событию P , представляет собой геометрическое место та-

ких точек в 4-пространстве, что посланный из них световой сигнал приходит 

в P  в момент времени tt
p
 . События, в которых мировая линия каждой 

частички электрона пересекается с этой поверхностью, будут точками, в которых 

подынтегральные выражения (5) отличны от нуля.  

 Из рис. 8.5 следуют два вывода.  

1) Каждая малая часть электрона даёт единственный вклад в поле в точке 

наблюдения, т.е. является единственной световой точкой.  

2) Если задан закон движения электрона, то координаты   ,,  

каждой световой точки в распределениях   j


 и    можно считать 

функциями времени T . При этом момент T  определяется из уравнения (7), 

и решение (7) всегда однозначно.  

 Это значит, что вклад каждой малой части электрона в поле в точке 

 zyxP ,,  можно определять путём перехода в движущуюся систему отсчёта 

(вторым способом). Следовательно, этот второй способ расчёта поля в точке 

 zyxP ,,  можно применить и к электрону как целому. 

 Рассмотрим два события:  TS
Q

,,,   рождение поля в световой точ-

ке   ,,Q  в момент времени T  и  tzyxS
P

,,,  его регистрацию в точке 

 zyxP ,,  в момент времени t . Эти события связаны соотношением (7), 

означающим обращение в нуль квадрата интервала  

(
pe

zz  ) 

p
zzz ~

)(
p

z  

 
p

ttc  
p

tTc   

Q 

Oe 
Рис. 8.5. 
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          0
2222

4
222

21

2

1

 


RRTtczyxRSS

k
kPQ


 ,  (7*) 

где использованы компоненты вектора 
QP

rrR


 и 4-вектор  ][, TticRR 


.  

Перейдем в систему отсчёта К', связанную с электроном. В ней события 

 TS
Q

 ,,,   рождения поля в световой точке и  tzyxS
P

 ,,,  реги-

страции поля в точке расположения приёмного устройства происходят в моменты 

времени T   и t  в точках пространства    ,,Q  и  zyxP  ,, , нахо-

дящихся друг от друга на расстоянии  

   RRRR
PQ


           










  zyxRRR .  

Расстояние R  является длиной пространственной составляющей 4-вектора  

      RizyxTtcizyxRRRRR  ,,,,,,,,, 
4321


,  

квадрат интервала которого     0 RRRR


.  

В СО К', где электрон покоится, плотность тока   0 Rj


, потенциал   

приобретает вид потенциала точечного заряда. Это позволяет представить 4-

потенциал A


 в максимально упрощённой форме  

      
4321

000 AAAAReiA  ,,,,,,


.    (8′) 

Представим A


 в инвариантной форме по отношению к координатам раз-

личных ИСО. С этой целью обратим внимание на то, что  

       
4

1 RiTtcR    

с точностью до коэффициента  i1  совпадает с четвертым компонентом  4-

вектора R


. Заметим также, что  

4
uci    

является четвертым компонентом 4-скорости частицы   ciu ,,, 000


 в систе-

ме К', где электрон покоится. С учётом этих замечаний получим инвариантную 

форму выражения единственного (четвертого) компонента  

 
     Ru

ue

Ru

ue

Ttcci

ciei

R

ei
A



















 

4

44

4

4
     (8″) 

4–потенциала в СО К'. Обобщая эту форму записи на случай 4-векторов u


 и 

R


, получим в произвольной ИСО, в которой известны компоненты 4-скорости 

электрона 
k

u , выражение для 4-потенциала  

  
 Ru

ue
A k

k



   ;  

 Ru

ue
A 




 ,       (8) 

поля в точке  zyxP ,,  в момент времени t , рождённого электроном в свето-

вой точке   ,,Q  в момент времени T .  

Преобразуем отдельные компоненты 4-потенциала A
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  nR
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Ricizyx

e
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 1

/v

v

v

vvv

11/v

321

22

; 

  
    




i
nR

ei

RcR

cei
A 







 

1
4

v
    (9)  

и представим их в виде   

  nR

e
A 













1
; ; 

  nR

ei
i 









1
.  (10) 

В этих формулах R


 определён как вектор, проведенный из световой точки 

источника   ,,Q  

в точку наблюдения 

 zyxP ,, ,  а век-

тор   RRn /


  яв-

ляется ортом по 

направлению распро-

странения волны из 

точки   ,,Q  в 

точку  zyxP ,, . Все компоненты скорости 


 в правых частях (9) должны 

быть взяты в момент времени T , определяющийся из соотношения (7). Потен-

циалы в виде (10) называются потенциалами Льенара-Вихерта.  

По формулам (5)–(7), которые справедливы для электрона (Рис. 8.4), дви-

жущегося вдоль оси z  с переменной скоростью  tv , легко найти расстояние 

между световой точкой   ,,Q  и точкой  
eeee

zyxO ,, , где он находит-

ся в момент t  измерения поля в точке  
PPP

zyxP ,, . Оно определяется как 

  tdtOQ
t

T
e

  v  , 

где )( Tt   – время распространения светового сигнала от точки   ,,Q  до 

точки  
PPP

zyxP ,, . Момент времени T , когда в световой точке 

  ,,Q  рождается поле, измеряемое в точке  
PPP

zyxP ,,  в момент вре-

мени tt
P
 , указан на Рис. 8.5 в виде точки  

P
tT   на оси времени. 

Потенциалы (10) справедливы и при  


 const


, когда скорость не зависит 

от времени. В этом случае они совпадают с выражением (4). Чтобы убедиться в 

этом, рассмотрим Рис. 8.6. Из рисунка следует, что  

а)     RcRTtOQ
e

 /vv ;  

б)      zRRrrRRrR   2cos2 2222222
;  

в)      zRcosRRс  v


 .  

P  

z 

zP 

r 

R


 

  

Q Oe 

α θ 

Рис. 8.6. 
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Разрешая соотношение   б)  относительно 

     
 

 





























szrzz
R  

и учитывая соотношение  в), представим знаменатель в формулах (10) в виде  

        zRzRRRRnRR  21cos


 

    22 11   szsz ,  

что полностью совпадает с соответствующим выражением в формулах (4). Сле-

довательно, потенциалы    и A


 оба раза были вычислены правильно. Только в 

формулы (4) вошли координаты точки положения заряда  
eeee

zyxO ,,  в мо-

мент времени t . В формулах (10), напротив, присутствуют координаты свето-

вой точки   ,,Q , в которой электрон находился в момент времени T  и в 

которой в этот момент T  родилось электромагнитное поле, регистрируемое в 

точке    zyxPzyxP
PPP

,,,,   в момент времени t .  

 

Пункт 3. Поля, создаваемые ускоренно движущимся электроном 

  

 Для вычисления электрического и магнитного полей по формулам  

  ArotB


  ,  





t

A

c
E

1
,     (11) 

необходимо дифференцировать   и A


 по координатам  zyx ,,  и моменту 

времени t . Для этого помимо потенциалов   и A


 в точке  zyxP ,,  в мо-

мент времени t  (рождённых в световой точке Q ), необходимо знать потенциа-

лы также в близлежащей точке  zdzydyxdxP  ,,
~

 в момент времени 

tdtt 
~ , которые «рождены» в соответствующей световой точке  Q

~
. Точки 

 P
~

 и  Q
~

 связаны соотношением (7) в виде   cRtT
~~~

 .  

В формулах (10)  функция R  явно зависит от координат zyx ,, , а 

также через координаты световой точки Q , зависящие от времени T , через 

соотношение (7) зависит от tzyx ,,,  неявно. Поэтому для вычисления иско-

мых производных надо предварительно вычислить производные от T  по t  и 

по zyx ,, .  

Вначале введём орт   nRR


  по направлению вектора  
QP

rrR


  и 

найдём производные от вектора R


 и от его длины R  по времени T : 

 v








T

r

T
R

T

R Q








;      

 v






 n

R

RR
RR

TT

R
T








. 

Дифференцируя соотношение (7) по времени t , получим выражение  
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11 , 

позволяющее установить связь времён t  и T . В результате достаточно про-

стых преобразований получаем несколько важных соотношений:  
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v
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1

v
.     (12) 

Дифференцируя аналогичным образом (7) по координатам и используя обо-

значение   nRRR


 , означающее дифференцирование по явно входящим 

координатам, находим соотношение  

    
c

n
nTT

T

R
R

c
TTR

c
T













 



1

11
0 ,  

которое позволяет получить аналитические выражения для T  и  TR :  
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При выводе выражения для электрического поля  
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В результате объединения  
A

E


 и 


E


 получим полное поле  
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В (14) выделены члены, имеющие различную зависимость от R . Электри-

ческое поле E


 состоит из двух частей различного характера. Первый член зави-

сит от скорости частицы и не зависит от ускорения. Эта часть поля имеет факти-

чески статический характер, убывая с расстоянием как 2R . Вторая часть поля, 

зависящая от ускорения, является типичным полем излучения. Составляющая 

rd
E


 этого поля перпендикулярна вектору nR


  и изменяется как 1R . Эта 

составляющая обуславливает излучение неравномерно движущейся заряженной 

частицы. Все величины в правых частях равенств (14) берутся в момент времени 

T . Дифференцирование проводится по времени T . Поле определяется в точке 

P  в момент времени t .  

С помощью формул (12) и (13) можно произвести также вычисление поля 

B


. Опуская промежуточные расчёты, приведём окончательный  результат  

    
rdstrdst

BBEEnEnB


 .  (14) 

Магнитное поле оказалось перпендикулярным электрическому полю. Подобно 

электрическому магнитное поле также содержит две составляющие, одна из ко-

торых имеет статический характер, а вторая является полем излучения.  
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§ 9. Излучение неравномерно движущегося заряда  

 

 Рассмотрим поле излучения неравномерно движущегося электрона  

     
  3

1

/













nR

nnce
E

rd
;  

rdrd
EnB


  .   (1) 

Не представляет особого труда написать общие выражения для мгновенного значе-

ния вектора Пойнтинга в точке  zyxP ,,  в момент времени  t   

    nEE
c

BE
c

S
rdrdrdrd




 44
     (2) 

и мощности 

     ΩΣ dRnnEE
c

dSПd
rdrd

2

4
=










 



 ,    (3) 

проходящей через элементарную площадку ΩΣ dRnd 2




 в момент времени t  

вблизи точки  zyxP ,,  (излучаемой электроном в фиксированном направлении 

n


 в элементарный телесный  угол d  в момент времени 1 cRtT ). 

Угловое распределение излучения  

      2

4
REE

c
dПd

rdrd





Ω ,    (4) 

нормированное на максимальное значение, является диаграммой направленности. 

Интеграл соотношения (3) определяет полную мгновенную мощность излучения 

ускоренно движущегося заряда  

   






  




dREE
c

dSП
rdrd

2

4
4





.    (5) 

 Приведенные выше выражения справедливы для полей, которые произволь-

ным образом зависят от времени. В случае гармонически меняющихся во времени 

полей используются (физически более оправданные) понятия величин, усредненных 

за период высокочастотного колебания.  

 

Пункт 1. Дипольное приближение – излучение при малой скорости. 

Формула Лармора 

 

 Если заряд, движущийся ускоренно, наблюдать в СО, в которой его скорость 

мала по сравнению со скоростью света с , то справедливы условия  

n


 1   ;  n


 ,    (6) 

и поле 
rd

E


 приобретает вид  

   


 


nn
Rc

e
E

rd
  





nn

Rc

e
.   (7) 

Поле поляризовано так, что вектор 
rd

E


 лежит в плоскости n


 и 


. Мгновенное 

значение вектора Пойнтинга в этом случае описывается выражением   
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222

4

 sin
  ,  (8) 

в котором   – угол между n


 и 


.  

 Из формулы (8) следует, что излучение отсутствует в направлении 


 и мак-

симально много излучается в направлении, перпендикулярном 


. Эти формулы 

позволяют вычислить диаграмму направленности излучения (Рис. 9.1а)  

  2
sin

max
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Π
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d
   (9) 

ускоренно ( 0 ) движущегося заряда, имеющего относительно небольшую ско-

рость ( 1


). Они позволяют найти полную мгновенную мощность  
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   sinsin ΩΠ  , (10) 

излучаемую электроном в момент времени T  и регистрируемую в точках сферы 

радиуса R  в момент времени t . Эта формула  называется формулой Лармора.  

 Если движение (периодическое) гармоническое    trr cos
0


, то 

удобно ввести понятие средней за период высокочастотного колебания мощности  

 2
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3

4

3

2

0

22

0
3

1v

3

1/2 re
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e    ,    (10') 

где  
00

v r


 – скорость заряда. Выражение  (10') совпадает с  выражением 
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   (10') 

для средней за период высокочастотного колебания мощности  излучения электри-

ческого диполя в вакууме ( =  = 1). В случае (10') току I
~

соответствует величи-

на e , а дипольному моменту 
0

p

~ эквивалентна величина  

   
000

~v~~ reep


   .    (11) 

Поэтому приближение носит название дипольного.  

 

Пункт 2. Тормозное излучение заряда (при ускорении, 

 параллельном скорости). 

 

Если 


 , то независимо от величины 


 поле излучения определяется выра-

жением  

 
    

   3

1 












nR

nnce
E
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/
.     (12)  
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От выражения (7), соответствующего случаю медленно движущегося электрона 

(дипольному приближению), выражение (12) отличается лишь множителем 

   3

1


 


n . Влияние этого фактора сводится к изменению диаграммы направ-

ленности излучения (Рис. 9.1б.). Вектор Пойнтинга в этом случае имеет вид  
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  ,    (13) 

где   есть угол между направлением распространения поля n


 и направлением 

скорости частицы 


. Вектор Пойнтинга (13) определяет мощность  

   
 





 6

222

14 



 cos

sin

c

e
П

t
,  

которая проходит за единицу времени через элементарную площадку  

    nR


 2   

с центром в точке наблюдения  zyxP ,,  и регистрируется в момент времени t . 

Эта мощность обусловлена излучением заряда в момент времени  cRtT   в 

световой точке   ,,Q . Для определения энергии, которая прошла через сече-

ние n


  за конечный период времени от 
1

t  до 
2

t  и была излучена 

ускоренно движущимся электроном в период времени от 
1

T  до 
2

T , следует вы-

полнить интегрирование  
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Мы определили энергию 


W , которую излучил электрон за время Td . При 

больших скоростях 1  время регистрации   Tdtd  cos 1  фотонов в 

точке P  может быть мало по сравнению с временем Td , в течение которого они 

были излучены в световой точке Q . Величина  




 

  a 
б 




  

  

Рис. 9.1. 

105 1



Специальная теория относительности Кафедра электродинамики РФ ННГУ

 

































d

d

Td

Wd

d

dW

Td

d

0

lim =
 

T
d

d

c

e


















5

222

14 



cos

sin
   (14) 

имеет смысл мгновенной мощности, излучаемой электроном за единицу вре-

мени в единицу телесного угла в направлении, которое определяется углом   

между векторами n


 и 


.  

По мере приближения   к единице диаграмма углового распределения из-

лучения все более вытягивается в направлении скорости электрона. При этом ин-

тенсивность излучения возрастает, как схематически показано на Рис. 9.1а и Рис. 

9.1б. Угол, для которого интенсивность излучения максимальна, вычисляется по 

формуле:  

   












 







3

1151 2

maxcos .     (**) 

При 500.  угол 0238.
max

  достаточно сильно отличается от 090 . Для реля-

тивистских частиц ( 1 ) угол 
max

  оказывается достаточно малым. По поряд-

ку величины он оказывается равным отношению  WW
0

 энергии покоя части-

цы 
0

W  к ее полной энергии W . Все излучение в этом случае сосредоточено в 

очень узком конусе вокруг направления движения. Для таких малых углов распре-

деление излучения можно описать приближенной (эмпирической) формулой  
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8






 















c

e

d

d

T

v
,     (14') 

в которой использовано обозначение  211   . Максимум диаграммы 

направленности находится под углом  

  2150.021
max

  .     (***)  

Примерное распределение 

излучаемой зарядом мощ-

ности по углам представ-

лено на Рис. 9.2.  

Основное примене-

ние формулы (14') состоит 

в вычислении излучения 

электрона при торможе-

нии, когда направление 

движения считается 

неизменным. Это излуче-

ние называется тормоз-

ным излучением. При 

точных расчетах в эти соотношения нужно подставить точную зависимость ускоре-

ния от времени. Тормозное излучение имеет место в линейных ускорителях.  

1 

0.5 

 Tdd  /  

  

0.24 0.91 Рис.9.2 
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Полная излучаемая электроном мощность растёт пропорционально   321


   

в соответствии с формулой1)  
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.    (15) 

При 1  формула (15) совпадает с формулой Лармора.  

 Каков 

спектр тормозного 

излучения? Если 

провести анализ 

для конечного 

времени столкно-

вения 
0

T  (разго-

на), то спектр бу-

дет ограничен-

ным. Типичные 

картинки процесса 

во времени и его 

спектра представлены на Рис. 9.3.  

 

 

 

Пункт 3. Синхротронное (магнитотормозное) излучение 

 

                                                           
1) Вывод формулы (15)  состоит в следующем:  
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Рис. 9.3 
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 В качестве другого 

примера рассмотрим угло-

вое распределение излу-

чения при мгновенном 

движении заряда по 

окружности, когда уско-

рение 


  перпендику-

лярно скорости заряда 




. Выберем систему ко-

ординат так, чтобы 

направление мгновенной скорости 


 совпадало с осью z , а ускорение 


 было 

направлено вдоль оси x . Воспользуемся сферическими координатами  ,  (Рис. 

9.4.). Орбита движения заряда лежит в плоскости  ХОZ ( 0 ).  

 Преобразуя общие формулы для поля, интенсивности и мгновенной мощности 

соответственно в формулы  
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получим выражение для мгновенной мощности  
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(16) 

которую электрон излучает за единицу времени в единицу телесного угла в фикси-

рованном направлении  , . При 0  и при учёте того, что согласно Рис. 9.4 

z 

x 






  



P 

y n


Рис. 9.4. 
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 cossincos  , формула (16) трансформируется в формулу (9), которая описы-

вает излучение электрона в дипольном приближении.  

В случае синхротронного излучения (как и тормозного) также имеется ха-

рактерная релятивистская концентрация излучения в направлении движения. Полу-

чающаяся в результате этих вычислений диаграмма направленности излучения об-

ращается в нуль в плоскости орбиты 0  при  

 arccos
0

.   (17) 

 При больших скоростях излуче-

ние, направленное вперед, во много 

раз больше, чем в других направлени-

ях. По мере приближения величины 

  к единице излучение вытягивается 

вперед узким лучом (Рис. 9.5).  

 Интегрируя выражение (16) по 

углам2), можно найти полную мощность излучения в виде  
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При одинаковых значениях ускорения и скорости мощность тормозного излучения 

(15) оказывается больше мощности (18) магнитотормозного излучения.  

 Интересно сравнить мощности магнитотормозного (18) и тормозного (15) 

излучений при одинаковой величине приложенной силы. 

 В соответствии с формулами  
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2) Вывод формулы (18): 
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Если теперь положить   

   
td

pd
fff





,  

где p


 – импульс, то получим  

    
 

 












21 
.    (19´) 

Таким образом, из (19) следует, что при заданной величине приложенной си-

лы излучение при поперечном ускорении в   211 /  раз превышает излуче-

ние для случая продольного ускорения. 

 Исследования  


 dd /  и  


  имеют большое значение для теории 

бетатрона и синхротрона, где электроны вращаются с большой скоростью 

( 1 ) по кругу постоянного радиуса  метровнесколькоa   в поперечном (по 

отношению к скорости) магнитном поле. Поскольку при своём движении они испы-

тывают очень большие ускорения в поперечном направлении ( 12  ac ) и излуча-

ют большую мощность, то они при этом теряют большую энергию и должны замед-

ляться. Для осуществления вращательного движения по окружности фиксированно-

го радиуса нужна синхронная энергетическая подпитка электронов. Поэтому из-

лучение носит название синхротронного (а также магнитотормозного). При дви-

жении электрона в бетатроне необходимо также учитывать изменение скорости  при 

различных значениях 0 , и в соответствии с этим создавать необходимую 


f


.  

 Как уже отме-

чалось, синхро-

тронное излучение 

концентрируется в 

узком луче (иглооб-

разном конусе), 

направленном вдоль 

вектора мгновенной 

скорости заряда. Из-

лучение наблюдает-

ся лишь в том слу-

чае, когда вектор 

скорости частицы 

направлен на наблюдателя. При произвольном движении частицы наблюдатель за-

регистрирует весьма кратковременный импульс или вспышку (или последователь-

ность таких вспышек, если движение периодическое), как показано на Рис. 9.6. Уг-

ловая ширина луча есть величина порядка  

   12

0
1arccos221   ,   (20) 

где для оценки   использовано соотношение  

12

0

2

0
1cos1sinsin   .    

Частица будет освещать наблюдателя в течение интервала времени  

  

t  

t

 tП


 

e 

Рис. 9.6. 
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2

11
 ,  (21) 

где a – радиус окружности, по которой вращается частица.  

Для наблюдателя в инерциальной СО это будет соответствовать времени  

   
 
 









 







1

1
11cos11

2/32

22

c

a

c

a

c

a

d

td
t .  (22) 

Согласно общим свойствам интеграла Фурье в импульсе такой длительности замет-

но представлены все частоты вплоть до  

 
 

    ca

c

t























3

2
03

2 1

1

1

11
.    (23) 

При движении частицы по окружности величина  
0

 ac /  равна угло-

вой частоте вращения. При произвольном движении она также является характер-

ной частотой движения. Это значит, что релятивистская частица излучает широкий 

спектр частот (Рис 9.7.), в   2
3

21/1   раз превышающий основную частоту1). 

Так в типичном синхротроне на 200 мэв, где a 100 см, величина отношения ки-

нетической энергии к энергии покоя равна   40011 2  / , основная ча-

стота вращения     8

0
103  acac  рад/сек, ибо      1 3 3 10 16. . По-

этому ширина спектра излучения  c  6 107

0

16102   рад/сек  почти на 8 порядков 

больше частоты вращения, так что значительная часть спектра находится в видимой 

области. Спектр имеет линейчатый характер.  

Наверное, нет необходимости подробно объяснять, что все эти факты много-

кратно проверены и что все они основаны на СТО. На этом месте можно было бы 

даже закончить курс СТО, если бы не было необходимости познакомить вас с ещё 

некоторыми разделами очень близкой к СТО науки о движении заряженных частиц, 

называемой Электронной теорией. 

 

 

 

                                                           
1) К вопросу о спектре магнитотормозного излучения см. Д. Джексон гл.14, §6, стр.530.  

 tП


 

t 

 
0

2    
0

lg

 
2


R

E


Δt 

8 

1 

1,6 

Рис.9.7. 
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Пункт 4. Излучение Вавилова – Черенкова 

 

 При равномерном прямолинейном движении в вакууме частица не излуча-

ет. Однако частица, движущаяся с постоянной скоростью в материальной среде 

 1 , может излучать, если ее скорость превышает фазовую скорость рас-

пространения электромагнитной волны в среде. Это излучение называется “излу-

чением Вавилова-Черенкова”. Оно представляет собой коллективный эффект 

излучения множества атомов среды, электроны которых ускоряются полем про-

ходящей частицы. Ввиду коллективного характера процесса удобно воспользо-

ваться макроскопическим описанием среды, характеризуя ее свойства диэлектри-

ческой проницаемостью  , а не исследовать детально движения отдельных ато-

мов. Качественное объяснение эффекта можно получить, рассмотрев изменение 

во времени поля быстрой частицы в диэлектрической среде.  

Для скорости света в среде используем обозначение 
f

c v)/(  , а для 

скорости частицы – v . На Рис. 9.8 изобразим последовательность сферических 

волновых фронтов для частицы, движущейся со скоростью 
f

vv   и со скоро-

стью 
f

vv  . В случае 
f

vv   отдельные сферические волновые поверхности 

интерфериру-

ют, обуславли-

вая образование 

кильватерного 

волнового 

фронта за ча-

стицей. Нор-

маль к этой 

кильватерной 

волне образует 

с направлением вектора скорости угол  

    vcosvvarccos c
MfM
 .  (24)  

Нормаль определяет направление распространения черенковского излучения. 

Подобным образом при сверхзвуковом движении объекта в плотной среде фор-

мируется акустическая волна давления.  

 Поясним подробнее математику образования "ударной черенковской вол-

ны" для 
f

vv  . С этой целью рассмотрим решения волновых уравнений  

),(
v

trj
c

A
t

f

 



 41
2

2

2















 ; ),(

v
tr

t
f











 41
2

2

2















  (25)  

для векторного и скалярного потенциалов в среде с const  и const , в ко-

торых источниками служат распределения плотностей заряда и тока  

)v(),( tretr


  ; )v(v),( tretrj


  ,  (26)  

создаваемых в пространстве равномерно движущимся электроном.  

31
t

f
v  

1 2 3 

M
  

32
t

f
v  

31
tv  Рис. 9.8. 
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 Вначале найдём спектральные компоненты плотности заряда  k


,~   и 

плотности тока    kkj


,~v,
~

  , вычислив Фурье-образ плотности заряда  

  









 rdtdrktitr
e

k


3

42
])([exp)v(

)(
),(~ 


  

  ])v([
)(

])v([exp
)(








 





k
e

tdtki
e





 34 22

.   (27) 

Применяя спектральное преобразование к уравнениям (25), установим связь меж-

ду спектральными компонентами 4–потенциала и 4–плотности тока:  

 
 

  
   223

v

2

4
,~

ckk

ke
k
















 




;      сkkA   v,~,
~ 

. (28) 

Спектральные компоненты поля связаны со спектральными компонентами 

 ,kA


 и   ,k


 через посредство соотношений  

 k
c

kiE


,~v
~

2











  ;      kk

c
ikAkiB


,~v,

~~



 





  . (29) 

 В (29) комплексные амплитуды  kE


,
~
  являются амплитудами плоских 

волн, которые возбуждаются током (26). Из (28) и (29) видно, что эти амплитуды 

отличаются от нуля только при условии  

     0v 


k .      (30) 

Из (28) и (29) видно, что условие (30) есть условие синхронизации тока с какой-

либо волной электромагнитного поля.  

Используя (30), можно найти вектор Пойнтинга в виде вектора 

    k
c

kHE
c

S










  1v,~

8

~~

8

2

2

2 







,   (31) 

имеющего направление волнового вектора плоской волны (29).  

Поскольку  сkk 


, то (30) совпадает с (24).  Преобразуем 

(30) с учетом дисперсионного уравнения  

      2222

f
ckk v)(  


     

к виду   

  0
v

v
1

v
1v 























































f

n
ck

k
k







 .    (32) 

где направление распространения плоской волны  kkn


  по смыслу сов-

падает с направлением излучения заряда.  

Если обратиться к полям (8.14), то легко заметить связь соотношения (32) и 

знаменателя   3

1 n

   в формулах (8.14): они совпадают друг с другом при 

1 .  
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§10. Электромагнитная масса электрона и трудности классической 

теории электрона 

 

Пункт 1. Основные гипотезы теории электромагнитной массы электрона 

и их следствия 

 

 До сих пор отмечались лишь успехи СТО в теории излучения ускоренно 

движущихся электронов. Однако имеются определенные теоретические трудно-

сти, которые до конца не преодолены. Одна из них – теоретическая модель 

электрона.  

 Известно, что электрон (как всякая элементарная частица) обладает корпус-

кулярными и волновыми свойствами. Известно, что из электронов и протонов 

можно "собрать" любой атом или молекулу. Основная идея (или гипотеза) при 

создании теоретической модели электрона состояла в том, "что инертная 

масса электрона может быть объяснена свойствами его электромагнитного 

поля, описанного уравнениями Максвелла". Тогда было бы понятно внутреннее 

единство его корпускулярных и волновых свойств.  

Теория электромагнитной массы электрона была развита Лоренцом и 

Абрагамом. Согласно этой теории масса электрона обусловлена инерцией его 

поля, а импульс электрона – импульсом его поля. Следовательно, энергия элек-

трона  W  как движущейся инертной частицы должна быть равна энергии 
ЭМ

W  

электромагнитного поля 

  
ЭМ

W
cm

W e 



2

20

1 
  VdBE 

22

8

1 


,   (1) 

которое он создает как движущаяся заряженная частица. Аналогичным образом 

импульс электрона как инертной частицы p


 должен быть равен импульсу 

электромагнитного поля 

    
ЭМ

G
m

p e









2

0

1 

v
,       (2) 

создаваемого движущимся зарядом eq  .  

СТО установила соответствие между импульсом p


 и энергией инертной 

частицы 

   сWp 


 .      (3) 

Поэтому для создания корректной теории электромагнитной массы электрона 

необходимо, чтобы выполнялось (или было справедливо) соотношение  

    сWG
ЭМЭМ




  .     (4) 

Другими словами, 
ЭМ

G


 и  сW
ЭМ

 должны для движущегося электрона 

образовывать четыре компонента 4-вектора.  

 

Пункт 2. Теоретическая модель распределения плотности заряда электрона 
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 Попробуем найти энергию и импульс электромагнитного поля движуще-

гося электрона. Для этого необходимо сделать конкретные предположения о 

структуре объёмной плотности его заряда. Выберем простейшую модель распре-

деления заряда и оставим открытым вопрос о том, каково это распределение в 

действительности. Представим электрон в виде заряда eq  , равномерно 

распределенного по поверхности сферы радиуса 
e

a  (радиуса электрона). Тогда 

вне сферы 
e

a  поле покоящегося электрона будет иметь вид  

    
 

r
r

e
E 







3

,      (5) 

а энергия 
ЭМ

W  этого поля будет равна  

   
ЭМ

W 
e

a

e
Vd

E

ea
28

2
2

4




 


 



.     (6) 

При ином предположении о пространственном распределении заряда элек-

трона выражение для энергии покоящегося электрона 
ЭМ

W   получилось бы та-

ким же по порядку величины. Оно отличалось бы от (6) только числовым факто-

ром перед фундаментальным (по своему физическому содержанию) отношением 

 
e

ae2  двух основных параметров, определяющих суть самого электрона. 

(При const   внутри сферы радиуса ea  имели бы   .256 2

eЭМ aeW  ) 

Корректность этой или иной формулы нельзя проверить, поскольку нет 

экспериментального способа измерить энергию 
ЭМ

W   покоящегося электрона, а 

также экспериментально измерить его радиус 
e

a . Поэтому нет возможности 

определить пространственное распределение плотности заряда электрона и, в 

частности, установить точное значение основного параметра 
e

a этого распреде-

ления. На самом деле распределение заряда электрона неизвестно, и неизвестна 

даже природа сил, которые формируют и удерживают это распределение заряда 

как единое целое.  

 В рассматриваемой модели распределения заряда по поверхности сферы 

параметр 
e

a  имеет наиболее прозрачный физический смысл и вполне может 

называться радиусом электрона. Используя выбранную простую модель (распре-

деления плотности заряда) электрона и считая корректной основную гипотезу 

теории электромагнитной массы электрона, получим из выражения (1) соотно-

шение  

   
ЭМ

W
a

e
cmW

e
e


2

2

20
.      (7) 

Соотношение (7) может стать основой для оценки величины радиуса электрона  

    
20

2

2 cm

e
a

e
e
  ,      ( ) 
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поскольку в формуле ( ) экспериментально измерены масса покоящегося элек-

трона 280 1019  .
e

m г  и его заряд 191061  .e  кулона 101084  .  ед. CGSE . Но 

исторически для этой оценки используется другое соотношение!.  

 

Пункт 3. Проверка корректности теории электромагнитной 

 массы электрона 

 

 Вычислим 
ЭМ

W  в неподвижной СО. Для этого воспользуемся формулами 

(5.11) и представим их для нашего частного случая  0B


 в виде  

21 


 



E
E




, 

 EE


 , 

 
21 






 



E
B




, 0


BB


.  (8) 

Тогда плотность электромагнитного поля в системе K  будет иметь вид  




























E
EEBE

w
ЭМ




2

2
2

222

18

1

8 




.   (9) 

При вычислении 
ЭМ

W  необходимо знать выражение для элемента объёма  

  
21 




tdzd
ydxdzdydxdVd

v
.     (10') 

Интеграл по всему бесконечному объему V  в K  должен вычисляться в один и 

тот же момент времени t , т.е. при вполне определенном положении электрона. 

Следовательно, поле во всех точках пространства (объема) должно рассматри-

ваться в один и тот же момент времени t . Поэтому справедливо соотношение  

    01v 22  zdctdtd ,    (10'') 

которое позволяет найти zdzd  21   и далее найти элемент объёма как  

 
21  zdydxdzdydxdVd .    (10) 

Энергию 
ЭМ

W  поля электрона в системе K  удобно вычислять в переменных 

системы координат K  , в которой электрон покоится. В результате вычисления 

объёмного интеграла получим  

2

2

2

2

2

13

1
1

1

1

2
1






















 

ЭМ

ЭМЭМЭМ

W

a

e
VdwVdwW

e

.(11)  

Из сопоставления (6) и (11) видно, что  сW
ЭМ

 преобразуется не как 

четвертый компонент вектора {
ЭМ

G


,  сWi
ЭМ

}. Причём это не является 

следствием неудачно выбранной модели электрона. Из сопоставления подынте-

гральных выражений в (6) и (11), представленных в координатах связанной с по-

коящимся электроном системы отсчёта K  , видно, что они не совпадут ни при 

каких обстоятельствах, за исключением 0 . Поэтому вычисление объёмного 

интеграла (11) при любом объёмном распределении плотности заряда не даст ре-

зультата, желанного для теории электромагнитной массы электрона.  
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На современном уровне науки этот вывод очевиден, поскольку 
ЭМ

w  явля-

ется компонентом электромагнитного тензора энергии-импульса 


T , а не компо-

нентом 4-вектора. Поэтому 
ЭМ

w  должен преобразовываться как компонент 


T 1), 

и полученный отрицательный результат свидетельствует о том, что гипотеза 

электромагнитной массы электрона неверна.  

 

Пункт 4. Некоторые приложения теории электромагнитной 

 массы электрона 

 

Рассмотрим импульс электромагнитного поля равномерно движущегося 

электрона в приближении модели равномерно заряженного по поверхности ша-

рика. По определению электромагнитного импульса и из соображений симметрии 

найдем, что импульс  

  
02 4
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zGVdBE

c
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c
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    (12) 

направлен по оси OZ. Воспользуемся формулами (8) для поля BE


,  равномерно 

движущегося электрона и по формуле (12) получим выражение для импульса2)  
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Приравнивая правую часть (13) величине механического импульса электрона  
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 ,    (14) 

полученное соотношение (14) с той же долей произвола, с какой можно исполь-

зовать соотношение (7), используют для определения радиуса электрона  

   
eee

acmea 3432 2020   .      (15) 

Это определение радиуса электрона является общепринятым, поскольку можно 

измерить импульс электрона. Формулу (15) можно считать одним из фундамен-

тальных соотношений науки, называемой электронной теорией. Она является 

основополагающей для различных расчётов и оценок, в которых используется 

характерный размер электрона 0

e
a 1,875·10-13 см.  

 

Пункт 5. Причина некорректности теории электромагнитной 

массы электрона 
                                                           
1) Для проверки (11) можно использовать правило преобразования компонентов тензора (5.8), 

матрицу преобразования (5.9) и явные выражения для компонентов в виде (6.12) - (6.15), что 

позволяет иным способом получить (9) 
2) Разумеется, (13) также можно получить с помощью (5.8), (5.9) и (6.12) - (6.15).  
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Сопоставляя (15) и (8), находим, что два разных способа вычисления ради-

уса электрона 
e

a  по известным массе и заряду дают разные результаты. Разни-

ца в  4/3 имела бы место при вычислении характерного размера электрона и 

при любой другой модели распределения плотности заряда в нем. Это значит, 

что электромагнитная энергия электрона  сWi
ЭМ

 и импульс электрона 

ЭМ
G


 не образуют 4-вектор подобно тому, как это имеет место в случае движу-

щейся материальной частицы. Нарушена релятивистски правильная связь. 

 В чем дело Дело в том, что не вся энергия электрона заключена во внеш-

нем электромагнитном поле. Очевидно, имеются еще ядерные силы (т. н. внут-

ренние натяжения), которые удерживают электрон как единое образование. В них 

заключена энергия и, следовательно, существует масса неэлектромагнитного 

происхождения. Этими вопросами занимается квантовая электродинамика, неза-

вершенная на данном этапе развития наука.  

 

§11. Реакция излучения 

 

 Рассмотренные в курсах электродинамики и электроники задачи можно 

разделить на 2 класса. В одних задачах были известны источники и вычислялись 

результирующие электромагнитные поля. В других задавалось внешнее электро-

магнитное поле и определялось движение заряженных частиц в нем. При рас-

смотрении тормозного излучения задача носила комбинированный поэтапный 

характер: сначала определялась траектория движения заряженной частицы в за-

данном внешнем поле (без учета излучения), а затем вычислялось излучение, воз-

никающее при ее ускоренном движении по полученной траектории. 

 Очевидно, что подобный подход к решению проблем электродинамики 

справедлив лишь приближенно. Ускоренное движение заряженных частиц во 

внешних силовых полях неизбежно сопровождается излучением. Возникающее 

излучение приводит к потере энергии, импульса и момента количества движения 

и поэтому влияет на последующее движение заряженных частиц. Корректная по-

становка задачи должна включать учёт реакции излучения на движение частицы.  

 

Пункт 1. Сила реакции излучения или радиационного торможения 

 

 Возникает вопрос, как включить эффекты реакции излучения в уравнения 

движения заряженной частицы. Начнем с простых и не очень строгих рассужде-

ний, основанных на законе сохранения энергии для нерелятивистской заряжен-

ной частицы. Релятивистские поправки учитывать не будем. 

 Если не учитывать излучение, то движение заряженной частицы с массой 
0

e
m  и зарядом e  под действием внешней силы 

e
F


 описывается уравнением 

движения Ньютона, которое при 1  имеет вид  

    
ee Fm


 v
0

.     
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Т. к. частица ускоряется, то она  излучает, причем мощность излучения определя-

ется формулой Лармора (9.10). Чтобы учесть влияние на движение частицы по-

терь энергии на излучение, дополним уравнение Ньютона феноменологически 

введённой силой реакции излучения (радиационного торможения):  

    
ree fFm


 v
0  .     (1) 

Попробуем найти силу 
r

f


 из общих соображений. Можно сформулировать тре-

бования, которым она должна удовлетворять. Сила 
r

f


 должна  

 1) обращаться в нуль при 0v


, т.к. в этом случае излучение отсутствует; 

 2) быть пропорциональной 2q , т.к. мощность излучения пропорциональна 
2q , и действие излучения не должно зависеть от знака заряда q .  

 3) Работа силы 
r

f


, совершаемая на интервале времени 
21

ttt  , должна 

быть равна излученной за это время энергии, взятой с обратным знаком, чтобы за 

интервал времени ),(
21

tt  выполнялся закон сохранения энергии. Учитывая со-

отношение (9.10), запишем это условие для электрона в виде  
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 .     (2) 

Вычисляя второй интеграл по частям, получаем 

       td
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e
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Если движение периодическое или такое, что скалярное произведение ускорения 

на скорость равно нулю в начале и конце движения, то первый член справа равен 

нулю. В этих случаях последнее соотношение можно переписать в виде 
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 . 

Т.о., в качестве силы радиационного торможения с учетом (9.15) получаем  

  vvv 
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 ,     (3) 

где 0

e
a  – радиус электрона,   – время запаздывания при распространении элек-

тромагнитного поля от центра до края электрона.  

 Модифицированное уравнение движения при этом принимает вид  

 
ee Fm


  )vv( 0
.      (4) 

Уравнение (4)  называют иногда уравнением движения Абрагама-Лоренца. Оно 

учитывает реакцию излучения в некотором приближении в среднем во времени. 

Полученное уравнение (4) применимо лишь в той области, где реакция излучения 

является малой поправкой. В этом случае ее можно рассматривать как возмуще-
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ние, приводящее к медленным и малым изменениям состояния частицы1). Ис-

пользуя (4), приведем примеры расчётов, учитывающих радиационное затухание.  

 

Пункт 2. Радиационное затухание собственных колебаний 

 

Рассмотрим электрон, на который действует упругая сила rkF
ee


 . Ча-

стота его колебаний равна 0

0 ee
mk / . Уравнение движения с учетом силы 

радиационного торможения имеет вид  

   rrr
 ~~~   2

0
,      (5) 

где в силу линейности уравнения Абрагама-Лоренца использовано rr
 ~Re .  

Поскольку правая часть (5) мала по сравнению с левой, то решение (5) можно ис-

кать в виде осциллирующей функции  

        titrtr
00

exp~ 
   

с медленно меняющейся амплитудой  tr
0


~ и представить правую часть как  

      rtr
 ~~ 2

0
 .       

В этом случае (5) приобретает вид уравнения осциллятора с затуханием  

  





 r~r~r~


 ,       (6) 

где реакцию излучения на движение электрона учитывает коэффициент затухания  

  3022
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32 cme

e
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При малых 
0

  решение (7) имеет вид  
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.   (8) 

Поскольку кинетическая 
К

W  и потенциальная 
П

W  энергии осциллятора равны, 

то полная энергия осциллятора  

   tRmmWWWW
eeKПК 0
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2
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  (9) 

уменьшается пропорционально  t
0

exp . Из (9) получается уравнение  

     WtdWd
0

  

для изменения W  во времени, в котором по физическому смыслу  

 )(exp
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  . (10) 

                                                           

1) Уравнение (4) не вполне корректно, ибо в нём есть зависящая от r


 сила, что проти-

воречит теоретической механике. Это противоречие проявляется в появлении т. н. "самоуско-

ряющихся" решений, но, правда, в области, где уравнение не имеет смысла.  
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Правая часть (10) есть мощность излучения, усредненная за период. Величина  

 1 0/   равна средней продолжительности излученного импульса. Эта классиче-

ская величина соответствует времени жизни возбужденного состояния в кванто-

вой механике, возникающего в результате взаимодействия системы с полем излу-

чения. 

 Из-за радиационного затухания излучение осциллятора не монохроматично. 

Ширину спектральной линии можно получить из спектрального разложения поля 

в ряд Фурье  

  
R

E
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~  
1

0

000
2
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exp






















 itdtitti   

и убедиться, что она равна 
0

 .  
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Пункт 3. Вынужденные колебания. Сечение рассеяния 

 

 Рассмотрим установившееся гармоническое движение связанного электро-

на, обусловленное внешним электромагнитным полем. Именно на этом рассмот-

рении основана классическая теория рассеяния, поглощения и дисперсии света. 

 При исследованиях в области оптического спектра и даже мягких рентге-

новских лучей можно считать, что скорость электрона много меньше скорости 

света   c2 0 TR      fR c2
0

, и, следовательно, действием 

магнитного поля можно пренебречь. В этом случае уравнение движения свя-

занного электрона, находящегося в поле монохроматической плоской волны, 

имеет вид  

     tiEmerrr
e

 exp
~~~~

0

02

0




 .    (11) 

В установившемся режиме  tiRr exp
~~

0


 . Вводя вновь обозначение 

 2 , получим выражение для комплексной амплитуды колебания  
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Ускорение движущегося заряда равно  tiRr  exp
~

v~~
0

2




 ,  и поэто-

му излучаемая зарядом мощность в соответствии с формулой Лармора равна  
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В частном случае свободного ( 0
0
 ), не очень быстрого 1


и потому 

мало излучающего rmf
er


~0  электрона имеем  

    
22

0
0   ,  .     (14) 

Полная излучаемая в периодическом поле свободным электроном (рассеиваемая) 

мощность равна  
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 Вводя поток вектора Пойнтинга падающего поля  
2

0
8

2

EсS
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 , 

определим полное (томсоновское ) сечение рассеяния как  
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,   (16) 

где величина  

     0202 23
eee

acmer        (17) 

называется классическим радиусом электрона. 
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 Сечение рассеяния связанного электрона выражается через томсоновское 

сечение 

  
  22222

0

4

0







 .      (18) 

 Формулы (16)–(18) образуют основы нерелятивистской части электрон-

ной теории и широко используются как экспериментаторами, так и физиками-

теоретиками в повседневной работе.  

 

§12. Основы электродинамики движущихся сред 

 

Пункт 1. Усреднение микрополей, зарядов и токов по малым физическим 

объёмам  

 

 Обобщение теории Максвелла с покоящихся на движущиеся среды состав-

ляло основную проблему прежней электродинамики. А.Эйнштейн назвал свою 

работу 1905 г. "К электродинамике движущихся тел." Однако он имел в виду в 

основном точечные заряды. Полностью решил проблему Минковский в 1908 г.  

 С точки зрения электронной теории обычные макроскопические уравне-

ния Максвелла в среде появляются в результате усреднения электрических вели-

чин (зарядов и токов) по объему, содержащему достаточно большое число ато-

мов. Электродинамика зарядов и токов, находящихся в вакууме, может быть 

представлена в простой инвариантной форме. Следовательно, уравнения макро-

скопической электродинамики для материальных сред также могут быть записа-

ны в инвариантной форме. Это означает, что наши уравнения в виде  
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Ediv  ,  0


Bdiv ,    (1) 

где добавленный индекс   означает "микро", в результате усреднения по беско-

нечно малому физическому объёму перейдут в уравнения для усредненных мак-

роскопических полей.  

 

Пункт 2. Макроскопические уравнения поля 

 

Основные изменения происходят при вычислении макроскопических  

плотностей тока и заряда, в результате которых появляются три составляющих 

плотности тока и две составляющих плотности заряда, имеющих различную фи-

зическую природу. Макроскопические уравнения электродинамики приобретают 

вид  
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c
Erot
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В результате усреднения в (2) наряду с плотностью тока свободных зарядов j


 

появляются плотности токов намагничивания ( Mrotc


) и поляризации ( tP 


), 

а также  плотность связанного заряда ( Pdiv


 ). В более известной (общеприня-

той) форме макроскопические уравнения электродинамики имеют вид  
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,  (3) 

где использованы понятия индукций электрического ( PED


4 ) и магнит-

ного ( MHB


4 ) полей. 

 

Пункт 3. Тензор электрической и магнитной поляризации 

 

 Уравнения (2) можно переписать в ковариантной форме, если ввести поля-

ризационные токи и заряды 
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    (4) 

и далее ввести 4–вектор плотности тока поляризации  
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P
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.   (5) 

Можно убедиться, что 
p

J


 представимо в виде  

   )( MDivcJ
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       (6) 

4-дивергенции тензора электрической и магнитной поляризации  
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Пункт 4. Тензор возбуждения электромагнитного поля 

 

В новых обозначениях второе и третье уравнения (2) запишутся в виде  

  
p

JJ
c

FDiv
 4

MDivJ
c


 


4

4
    (8) 

(см. также уравнения (5.6), (5.7) и (5.5)), а первое и четвертое уравнения (2) будут 

по-прежнему записаны в ковариантной форме  

  0

k

sl

s

lk

l

ks

x

F

x

F

x

F












.     (9) 

Как видно, уравнения (8) тоже имеют ковариантную форму. Эту форму можно 

еще больше упростить (канонизировать)  
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,        (10) 

если ввести  тензор возбуждения электромагнитного поля  
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x
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Di
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x
Di
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 ,  (11) 

компоненты которого состоят из составляющих (проекций на оси координат) 

магнитного поля H


 и индукции электрического поля D


.   

 

Пункт 5. Преобразование полей и поляризаций 

  

 Перейдем к СО К , которая движется относительно К и в которой штрихо-

ванные координаты связаны с нештрихованными преобразованиями Лоренца. 

Пусть К движется вместе со средой относительно К. Очевидно, что поля B


 и 

E


, входящие, как и в вакууме, в один тензор электромагнитного поля 


F , пре-

образуются по сформулированным ранее правилам и связаны с полями B

  и E


 

соотношениями  


 EE


, 


 BB


, 

 
21 






 



BE
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21 






 



EB
B




.  (5.11) 

Из сравнения (11) и (5.5) видно, что компоненты магнитного поля H


 преобра-

зуются как компоненты B


, а компоненты D


 преобразуются как компоненты E


:  


 DD


, 


 HH


, 

 
21 






 



HD
D




, 
 

21 






 



DH
H




.  (12) 

Из сравнения (7) и (5.5) находим, что составляющие векторов поляризации P


 и 

намагниченности 


 преобразуются как составляющие векторов  E


  и B


:  


 PP


, 


 MM


, 

 
21 






 



MP
P
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21 






 



PM
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.  (13) 

Отметим также, что компоненты 4-плотности тока свободных зарядов J


 преоб-

разуются как составляющие любого 4-вектора:   


 jj


,  

21 






 



v


 j
j ,  

21 







 

jici
ci  .   (14) 

Пункт 6. Материальные уравнения Минковского 

 

 Будем измерять поля движущейся (со скоростью 
0

v z

 ) среды в точке 

 zyxP ,,  лабораторной системы отсчета в момент лабораторного времени 
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t . Перейдем в СО К', в которой среда покоится. В ней измерение поля как собы-

тие имеет координаты zyx  ,,  и t . В СО К для величин E


, D


, B


, H 


, j 


 

должны быть справедливы материальные уравнения для покоящейся среды  

 ED 


0
 ,  HB 


0

 ,  Ej 


0
 ,    (15) 

связывающие поля E


, H 


с индукциями D


, B


 и плотностью тока проводи-

мости (свободных зарядов проводящей среды) j 


. Материальные константы 

имеют такие же значения, как в покоящейся среде (ибо среда "ничего не знает о 

своем движении").  

Подставим в (15) соотношения (5.11) и (12)–(13). Тогда у поперечных ком-

понентов 


B


, 


E


 и 


D


, 


H


 знаменатели сократятся. Объединив попереч-

ные и продольные компоненты, получим материальные уравнения Минковского  
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,     DHEB


 
0

. (16)  

Для плотности тока проводимости (14)  получим соотношения  
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EEj ,   

которые с учетом искусственного приема  


 v


jj , а также (5.11) и (12)–

(13) преобразуются к виду  
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v .(17)  

Эти соотношения называются "законами Ома для движущихся сред". 

 

Пункт 7. Граничные условия 

 

 В движущейся вместе со средой  СO  К уравнения Максвелла относительно 

переменных E


, D


, B


, H 


, j 


,   имеют точно такой же вид, какой  име-

ют уравнения Максвелла в инерциальной неподвижной СО. Поэтому условия на 

движущихся границах нужно формулировать в СО К′, в которой границы покоят-

ся. Таким образом, корректные граничные условия имеют вид 

    повDDn   4
12


,    0

12
 BBn

  ,   

   0
12

 EEn


,    повj
c

HHn 
 4

12
.    (18) 

Подставляя в (18) соотношения (5.11), (12)–(13), получим граничные условия для 

любой конкретной ориентации границы по отношению к скорости движения сре-

ды и связанной с ней СО К′.  

 

Пункт 8. Эффект Допплера в среде 

 

 В системах отсчёта К' и  К поле плоской волны можно представить соот-

ветственно как  
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   rktiEE 


exp
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.    (19) 

Роль 4-вектора волнового числа в системе К' играет 
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, где  
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.     (20) 

 Из условия инвариантности фазы, являющейся скалярным произведением  

 Rk


 , при переходе из СО К' в СО К получим соотношение  

tzkykxktzkykxk
zyxzyx

  ,  (21) 

которое с учётом преобразования Лоренца (1.21) позволяет установить закон пре-

образования компонентов 4-вектора k


. Например, в частном случае при условии 

 
yyxx

kk;kk  получим  
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или 
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 .    (23) 

Формулы (22) и (23) являются заключительными в настоящем последнем пара-

графе лекционного курса «Специальная теория относительности». Содержание 

§12 следует рассматривать как введение в Электродинамику движущихся ди-

электриков.  
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